Trigonometrie

Functii trigonometrice

1. Definitii in triunghiul dreptunghic

sinB:é,cosB:E,th:é C
a a c

ctgB = % sin B=cosC, tgB = ctgC
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2. Proprietatile functiilor trigonometrice
1. sin:R—[-1,1]
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sin(-x) = -sin x, sin(x + 2kmw) = sin x, (keZ)
2. cos:R—[-1,1]
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cos(-x) = cos x, cos (x + 2km) = cos x, (keZ)
3. tg:R\{(2k+1)% ' SR 4. ctg:R\{kn} >R
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tg(-x) = -tg x ctg(-x) = -ctg x
tg(x+km) =tg x, (keZ) ctg(x + kn) =ctg x, (keZ)



Trigonometrie — Bacalaureat 2008 Virgil-Mihail Zaharia

Formule trigonometrice

[

. Relatii intre functiile trigonometrice ale unui argument:
1. sina+cos’a=1;

sina =+yl—-cos’@; cosa=+Vl-sin’«

sina

2. tga=
cosa

go
\/1+tg2aa i«/l—ktg o

3. sm(— — a] =Ccosa; tg(— — a) =clga

4. sin(r —a)=sina

sing = cosa =

cos(r —a)=—cosa; tg(r —a)=—tga

(7
5. sm(z + aj =cosa

V4 : V4
COS(E + a] =—sina, tg(z + a) =—clga

6. sin(r +a)=—-sinax

cos(m +a)=—cosa; tg(r+a)=tga
7. sin(2r —a) =-sina

sin(2r —a)=cosa; tg(2r —a) =—tgx

2. Formule de adunare:
sin(a £ f)=sina - cos f £ sin [ - cosax

cos(ax = f)=cosa-cosf Fsina-sin
Igatt
glax p= 207180
|Ftga - -tgf

3. Formule pentru multiplii de argument:
sin2q =2sina - cosa
cos2a =cos’ a —sin’ a =1-2sin’ o =2cos” a — 1

2iga 2
1-tg’a ctga —tga

2
-1 —
ctg2a = clig'a _ ciga —tga
2ctga 2

sin3a =3sina — 4sin’ a
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cos3a =4cos’ a —3cosa

2tga l-tg’
1+tg°a l+tg°ax

sin2a =

sinna =cos" a —C. cos" > a-sin”a+C;cos" *a-sin*a —...

1 -1 : 3 -3 : .3 5 -5 : .5
cosna =C, cos" a-sina—C cos" a-sin"a+C, cos" a-sin’ a—..

4. Formule pentru jumatati de argument:
a l-cosa o 1+ cosa

sin—=#,|——;cos—=1=
2 2 2

a sina 1-cosa 1-cosa
[o— = = =t [—
g ;

2 l+cosa sin o 1+ cosa

5. Sume, diferente si produse:

a+pf cos 2" p
2 2

a—-pf cosZ + [
2 2

a+f cos & p
2 2

a+pf sin p—a
2 2

sin(ax + f) o — tgff = sin(a — )

cosa - cos B cosa -cos fB

sina +cosa =+/2 sin(% + aj = \/Ecos(% - aj
sina —cosa =—/2 sin(% + aj = —\/Ecos(% - aj

sina +sin f =2sin

sina —sin f =2sin

cosa + cos f =2cos

cosa —cos f=2sin

tga +1gf =

sing -sin ff = %[cos(a — f) —cos(a + B)]

cosa - cos ff = %[cos(a + B) + cos(a — f)]
sina - cos f = %[sin(a + ) +sin(ax — f)]

' _ tga+igP
'ga-1gh = ctga + ctgf
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Inversarea functiilor trigonometrice

1. arcsin:[-l.l]—)[—%,%} arcsiny =x < sinx =y

arcsin (-x) = - arcsin x
2. arcos:[-1,1]—[0,r], arcos (-x) = 7 - arcos X

3. arctg:R— (— %,%}, arctg (-x) = -arctg x
4. arctg:R—(0,m), arctg (-x) = 7 - arctg X
Solutiile ecuatiilor trigonometrice simple

1. Ecuatii fundamentale
lsinx=a,a e[-1,1]= x e {(-1)* arcsina + kﬂ‘k ez}
2.cosx=a,ae[-1L1]= x € {+arccosa + 2k7z‘k e’}

3tgx=a,a € R= x €{arctga +k72"k ez

4.ctgx =a,a € R= x € {accctga + kﬂ‘k e/}

2. Tabele de valori:

X 0

functia

[\

sin x 0

CoS X 1

»—N‘S‘N‘s‘hla

z
6
1
2
3
2
tg x 0 J3
3
V3

/ 0 / 0
ctg x / 1 V3 0 / 0 /
3

rem— B I I R I PR
functia 2 2 7 7 5 5

aresinx | z\ oz | x| oz 0 oz | oz | oz Z

2 3 4 6 4 3 2

arcos x 7T S 3z 2z 3 z 3 3 0

6 4 3 2 3 4
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X ~3 -1 3 0 J3 1 V3
functia T Y
3 3
arctg x oz oz oz 0 i z i
3 4 6 6 4 3
arcetgx | 57 3z 2z z z z z
6 4 3 2 3 4 6
Relatii metrice in triunghi
1. Triunghiul dreptunghic

ABC (m(£A) =90°, ADLBC)
1. Teorema lui Pitagora: a* =b" + ¢’
2. Teorema catetei: b> = a-CD, ¢* = a-BD;
3. Teorema indltimii: h:=BD-DC;

4 0= b e
2
5 ma:g,mlf:az—gbz,mcz:az—gcz,
2 4 4
6. b =2 2ib —co |24 —p. |29,
b+c a+c a+c
b-c
7. Ape=—;
4BC T,
8. R:E;
2
9. r:—b.c ;
a+b+c

10.Relatii exprimate prin functii trigonometrice:
b=a-sin B,b=a-cos C,b=ctg B,b=c-ctg C.
2. Triunghiul echilateral ABC (a=b=c)
. h,=m, =b, _aV3
2
a3

2. Ayge= p

3. R:ﬁ

3
a3

=

6
. Triunghiul oarecare ABC (AD_LBC)
. Teorema lui Pitagora generalizata:

a) b*=a’+ ¢’ —2a-BD, dacd m(£B)<90° ;

b) b>=a’+ ¢+ 2a-BD, dacd m(£B)>90° ;

5

2

—_ W
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2. Relatiile lui Steward Oe(BC):
b>BO + ¢*CO — a”>AO = a-BO-CO;
2 2y 2
ms _ 2(b"+c")—a ;
4
2
4 b, ==p(p-a)p-b)p-c):

5. b =L p(p—a)bc;

a

b+c
a-h
6. A =—4=F:;
ABC 5
7. S=\p(p-a)Xp-b)Xp-o);
8. R= a_bc;
4S8
S
9. r=—.
p
4. Relatii exprimate prin functii trigonometrice
1. Teorema sinusurilor: .a = _b = .C =2R;
sind sinB sinC
: .2 2 2 b>+c* —a’
2. Teorema cosinusului: a” =b” +c¢” —2bccos A; cos A= T;
c
A-B C a-b
3. Teorema tangentelor: tg 1g—= ;
2 a+b
. 2 . .
g, g2 8osinC g @ smBsnC o ayed. S =2RsinAsinBsinC:
2 2sin A 2

3. p=4Rcos£cos§cos—;
2 2 2
6. h,=2RsmmBsinC;
7. mj:Rz(sin2A+4cosAsinBsinC);

8. b, = 2be cosé;
+c 2
9 cosA— p(p—a);
bc
10.sin _\/(p—b)(p—c);
bc
1 A:\/(p—b)(p—C)
p(p—a)
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Probleme propuse

Se considera triunghiul ABC cu AB=4, AC=A7 si BC = J3 . Si se calculeze cos B .
Sa se calculeze aria triunghiului ABC stiind ca AC=2, m(<xXxBAC)=30° si AB=4.

Sa se calculeze aria triunghiului ABC stiind ca AB=AC=2 , m(<xA)=30°.

Sa se calculeze raza cercului circumscris triunghiului ABC , stiind cd 4B = 3 si

m(<x C)=30°.

Si se calculeze sin*100°+ cos”80°.

Fie triunghiul dreptunghic 4ABC si D, mijlocul ipotenuzei BC. Sa se calculeze lungimea
laturii AB stiind ca AC =6 s1 AD = 5.

Se considera triunghiul ABC cu 4B=1,AC=2 51 BC =+/5 . Si se calculeze cos B.

Se considera triunghiul ABC cu AB =5, AC =6 si BC ="7. Sa se calculeze cos A4.

. Sa se calculeze aria triunghiului 4BC stiind ca AB =23,4C=+/3 si m(<x BAC)=60°.
O Sa se calculeze lungimea laturii BC a triunghiului 4ABC stiind ca AB =6, AC =10 si
m(<xA)=60° .

11.Se considera triunghiul ABC avand aria egala cu 15. Sa se calculeze sin A4 stiind ca
AB=6 1 AC = 10.

12.S4 se calculeze raza cercului circumscris triunghiului 4ABC stiind ca BC = 8 si
m(<XA)=45°.

13.Se considera triunghiul ABC de arie egala cu 6, cu AB=3 si BC=8. Sa se calculeze sinB .

14.Se considera triunghiul ABC de arie egald cu 7. Sa se calculeze lungimea laturii 4B
stiind ca AC =2 si ca m(<xA4)=30°.

15.S4 se calculeze perimetrul triunghiului ABC stiind cd AB =2, BC = 4 si m(< B)=60°.

16.S4 se calculeze perimetrul triunghiului ABC, stiind ca AB =15, AC =4 si m(<xA4)=60° .

17.S4 se calculeze lungimea indltimii din 4 in triunghiul ABC stiind ca AB=3, AC=4 si
BC=5.

18.S4 se calculeze sin135°.

s

SN

S 0 90

19.Raza cercului circumscris triunghiului ABC este %, iar BC =3 . Sa se calculeze sin 4.

20.S4a se determine numarul real x pentru care x, x+7 si x + 8 sunt lungimile laturilor unui
triunghi dreptunghic.

21.S4 se calculeze aria triunghiului ABC stiind ca AB=6 , AC =8 s1i BC=10.

22.S84a se calculeze sin 4 , stiind c¢a in triunghiul 4BC se cunosc AB =4, BC =2 si
m(<x C)=60°.

23.Se considera triunghiul dreptunghic ABC, cu m(<xA)=90"si cos B = g se calculeze

5
sinC.
24.Sa se calculeze cos 4 in triunghiul ABC , stiind ca AB=2, BC=3 si AC=4.

25.84 se calculeze lungimea laturii BC a triunghiului ABC, stiind ca sin4 =% sica

lungimea razei cercului circumscris triunghiului este egala cu 4.
26.Sa se demonstreze ca, daca triunghiul ABC este dreptunghic in 4, atunci are loc relatia
AB + AC

BC

sinB+cosB =
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27.S4 se calculeze produsul (cos1°—c0s9%)-(cos2’—cos8’ )-...-(cos9"—cos1”) .
28.S4 se calculeze sin 4 in triunghiul ABC , stiind cd BC =10 , iar lungimea razei cercului
circumscris triunghiului este egala cu 10.

29.54 se calculeze perimetrul unui triunghi echilateral care are aria egald cu V3.

30.Sa se calculeze lungimea laturii AC a triunghiului ABC stiind ca BC = J2 ,
m(< BAC)=30° si m(<ABC)= 45" .

31.S4 se calculeze cosinusul unghiului 4, in triunghiul ABC, stiind ca AB=3 , AC =5 si
BC=6.

32.S4 se calculeze numarul sin 60%-cos150°.

33.S4 se arate cd intr-un triunghi 4BC dreptunghic in 4 are loc relatia cos’B+cos’C=1.

34.S4 se calculeze aria triunghiului ABC, stiind cd AB=AC=4 si m(¥XA)= 60" .

35.84 se calculeze lungimea laturii BC a triunghiului ABC stiind ca m(<4)=90°,
m(<B)=30°si AB =43 .

36.Triunghiul ABC este dreptunghic in C, iar raza cercului circumscris triunghiului este
R =10. Sa se calculeze lungimea laturii 45.

37.S4 se arate ca pentru xe(0°,90°) este adevarata egalitatea
sinx-cos(90 —x)+cos’(180"—x)=1.

38.S4 se demonstreze ca intr-un triunghi dreptunghic ABC, cu m(%XA4)=90° , are loc relatia
AD*=AB-AC-sinBsinC, unde D este piciorul iniltimii din 4.

39.S4 se determine probabilitatea ca alegand un element din multimea 4 = {sin 30°,sin45°,
sin 60°}, acesta si fie numar rational.

40.Sa se calculeze aria unui triunghi echilateral care are lungimea Tnaltimii egala cu 3 J3.



