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Progresii aritmetice

Fie sirul de numere : 1,3,5,7,9,11.... Observam ca fiecare termen al sirului incepand cu al
doilea se obtine din termenul precedent lui prin addugarea aceluiagi numar si anume 2. Adica
dacd notam cu ay, a,, as, a4, a, a,. .. termenii sirului de mai sus observam ca:

a1=1; ar= a+ 2:1+2:3; as= Cl2+2:3+2:5; as= a3+2=5+2=7; samd
Def. Un sir de numere in care fiecare termen_incepand cu al doilea se obtine din cel precedent
lui prin adaugarea aceluiasi numar (nenul) se numeste progresie aritmeticad.
Cu alte cuvinte , un §ir de numere a;, a, as .. a, a,+;,... este o progresie aritmetica daca ,

pentru orice k> 1, avem
A1 =agtri,

unde r este un numar constant pentru sirul dat. Constanta r se numeste ratia progresiei
aritmetice.

Asadar dandu-i lui k pe rand valorile 1,2,3,...,n in relatia de mai sus obtinem
a=a;+(2-1) r,

a;=a,tr=a;tr+r=a;+2r=a;,+3-1)r,
ay=as+r=a;+2r+r=a;,t3r=a;,+3-1) r

an=a, ;+r=a;,+m-2)r+r=a;+(n-1)r,..., asadar

a,=a;+n-1) r, n>1,

numita formula termenului general a unei progresii aritmetice, prin urmare o progresie

aritmetica este complet determinatd daca se cunosc primul termen a; §i ratia r.

Pe de alta parte din relatia ai.; = a;, + r=r = ay+; — ay,si deci pentru k=1,2,...,n,.. avem
r=a—a;/=a; —ar=....= y+]1 —Ay=....

Ex. rezolvat:

1.Sa se scrie primii patru termeni ai unei progresii aritmetice (a,),; daca:

a)a;=5si r=3 b)a;=2si ay=5 c)a,=2siaz=7

Rezolvare : a)ay=a;+r=5+3=8;a3;=a,+r=8+3=11; a4=az;+r=11+3=14;
b)a,=atr=>r=a—-a=>r=5-2=3;a3=a,+r=5+3=8; ay=a3+r=8 + 3=11;
C)y=a3+tr=>r=a3—a,=>r=7/-2=5;atunci a;= a, — r =2-5=-3; ay= a3+ r =7 + 5=12.

Ex. date spre rezolvare:

1.Sa se scrie primii cinci termeni ai unei progresii aritmetice (a,),>; daca:

a)a;=5si r=3 b)a;=2si a,=5 c)a,=2siaz;=7 d)a;=-5si r=-2 e)az=2sia,;=7
2.S4 se determine primii termeni ai unei progresii aritmetice (a,),>; data astfel:

a) a;, a» 16,2534  b) a,, a,,—10,—13,-16 c)ay, a)—11,-7,-3 d) a,, ag,%, %%

Ex. rezolvat:
1.Daca se cunosc doi termeni ai unei progresii aritmetice (a,),>;. az=3 si a,=21 sa se calculeze

as aszsz Ao .

Rezolvare : Voi rezolva problema prin doua metode. Avand in vedere ca daca cunosc primul
termen al unei progresii aritmetice precum §i ratia acestuia pot determina orice termen al
progresiei , voi incerca asadar sa il determin pe a; Sir .

Cazull. a,=ag+r=as+t2r=ay+ 3r=az;+ 4r =

20=5+4r = 4r=16=r =4 ;
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az=axtr=a; +2r =5=a; + §=a;= 3| folosind acum formula termenului general a, = a;
+(n—1) " r obtinem

ag=a,+r=21+4=25;

az;=a;+(33-1) r=-3+32-4=125

Az = a;+(2011-1) -r= -3+2010 -4=8037.

Cazul I1. Voi scrie fiecare termen al progresiei aritmetice in functie de primul termen si de ratie
folosind formula termenului general, iar cu cele doua relatii obtinute voi face un sistem format
din doua ecuatii si doud necunoscute ( a; si ) pe care baza carora voi determina apoi toti
termenii progresiei.

{a;:al+2r {al+2r=5 [-(=D) {—a1—2r=—5
’ f=— =
a,=a, +6r a, +6r=21 a, +6r=21

/" 4r=16=>r=4 si a,+8=5=a=-3
folosind acum formula termenului general a,= a; +(n—1)-r obtinem
as=a,tr=21+4=25;
azz=a;+(33-1) r= 3 +324=125

ax = a;+(2011-1) -r= -3+2010 -4=8037.

Ex. date spre rezolvare:
3. Daca se cunosc doi termeni ai unei progresii aritmetice (a,),> ;-
a) az;=7 si a,=15 sa se calculeze s, 333, A201]
b) cs=40si c,y)=—20sa se calculeze c 4,3, Ca90
4. Intr-o progresie aritmetica se cunosc a, si ». Folosind formula termenului general si se
determine a, daca:
a)a;=5,r=5 n=12
b) a,=-2,r=05 n=12
c) a;=-2,5,r=-2, n=50
d)a= r=3 n=73.
2 2

5. Sa se gaseasca primul termen a; al unei progresii aritmetice daca:
a)a; =131 sir=12

b) Clg()():O §l r=-3

c) as=—125 si r=-5

d) a44=13,5, 7':0,5.

Spunem ca termenii a;, a, as . a, sunt in progresie aritmetica daca ei sunt termeni consecutivi
ai unei progresii aritmetice

Exemplu : 3,69,12,.....; 5,10, 15,20,25,...; 2,4,6,8,.... ;sunttermeni consecutivi ai unei
progresii aritmetice

Contraexemplu : 3,9,12,6, 18,15 sau 5,10,25,20,15 desi au aceeasi termeni ca sirurile de mai
sus ele nu formeaza o progresie aritmeticd neavand ratie.( 3 + 6= 9 pe cand 9 + 6 12, vezi
definitia ) .
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Teorema : Un sir de numere a;, a,, as, ... @, ,4,+1,... fOormeazd o progresie aritmetica daca
orice termen incepdnd cu al doilea este medie aritmetici a termenilor vecini lui , adica a;, a,,

as, ... @y 411, ... SURL In progresie aritmeticd < , _4+a ; _ata, .. _4,+4,
2 3 n
2 2 2

y .o

Retineti : Pentru a ariata ca un sir dat printr-o formula generala (a,),>; , a,=... formeaza o

a

progresie aritmetica trebuie aratat ca , - %,W >7.

Ex. rezolvat : Sa se demonstreze ca sirul (y,),>; dat prin formula generala y,=3n + 5 formeaza o
progresie aritmetica si apoi sa se de determine primul termen si ratia.

Rezolvare : Conform celor de mai sus ardt ca , - Yo T Vuni
" 2

Cum y,=3n+5 =y, =3(n=1) + 5=3n =3 +5 = 3n+ 2 51y =3(n+1) + 5=

Vu1=3n+3 + 5=3n+8.

Asadar Y Vo _ 3n+2+3n+8 _ 6n+10 _ 2(3n+5)
2 2 2 2

Se obtine usor acum ci y;=3-1+ 5= 8, y,=3-2 + 5= 11 si deci r = y,—y,=11-8=3 , q.e.d.

=3n+5=y,Vn=2

EXx. propus : Sa se demonstreze ca sirurile (x,,),>1 , (Vx)n>1 $1 (24),21 date prin formulele generale
x,=8n -3,
v,=-4n+ 2 si
z,=9 —4n

formeaza progresii aritmetice si apoi sa se de determine primul termen si ratia.

Retineti :

trei numere X,y ,z sunt termeni consecutivi ai unei progresii geometrice daca ,_***
2

Ex. rezolvat : Si se determine xeR stiind cd x, x* si 3 sunt trei termeni consecutivi ai unei
progresii aritmetice.
Solutie : Numerele x, x” si 1 fiind trei termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice conform
relatiei de mai sus avem
¢ =Xt3 = 2x=x+ 3 = 2x*—x — 3= 0 ecuatia avand solutiile x;= —1 si x,=3/2.
2
Exercitii propuse : Sa se determine xeR astfel incat urmatoarele numere sa fie , separat ,
termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice
a) x, x” six’
b) 1+ x%, (2+x)*, (4+x)°
¢)a’+x, ab+x, b*+x
Teoremi : in orice progresie aritmetici suma termenilor egal depirtati de termenii
extremi este aceeasi , adica daca numerele a;, a;, a;, ... a, sunt in progresie aritmetica atunci
a;+a,=a)ta,_;=as;ra, ,=..., adicd pe caz general a;+ a,= ay+ a,4+;, Vk = 2.

Ex . 102
**2,4,6,...,96,98,100
%/—J

102
| g
102

n+l

Folosind proprietatea de mai sus putem calcula suma|g_;, 5737 + ] (=D n=(n+1)-

n+l
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Ex. propus: Sa se calculeze sumele:
S=1+2+3+...+100;
S,=2+4+6+...+1000;
S;=3+6+9+...+321;
Sy=T+14+21+...+777
Suma primilor » termeni ai unei progresii aritmetice.
Fie (a,), > 1,0 progresie aritmetica si fie S, suma primilor n termeni ai sai adica
Sn: a;+atra;+...ta, ;+a,

Folosind relatiile din teorema de mai sus , a; + a,= a,ta,_;= asta,_,=..., obtinem ca
S _ (al + an) L
! 2

sau inlocuind pe a, cu a,= a;+(n—1)-r obtinem a doua formula
[2a,+(n-1)-7]-n
~ 2
Numarul termenilor dintr-o sumd ai cdrei termeni sunt intr-o progresie aritmeticd se
calculeazd dupa formula

SW

a —a +r
— 1

r

sau |, - 4-pP+r
r
unde u = ultimul termen al sumei, p= primul termen al sumei, r= ratia progresiei aritmetice.

Ex. rezolvat. Sa se calculeze suma S= 7+11+15+...+787.

Rezolvare: Met I: Observam ca termenii sumei sunt in progresie aritmetica si sunt si de forma
4k+3,k>1.

Atunci S= (4-1+3) + (4-2+3) +(4-3+3)+...+(4- 196 +3)=4- (1+2+3+...+196) +

3+3+3 +...+3:4-7196(1§6+1) +588=77812.

de 196 de ori

(7+787)-n

Met II: Folosim formula ¢ _ (4 *4,)7 si obtinem g — , 1ar pe n 1l vom afla din relatia
! 2

n:u—p+r:787—7+4:@:196
r 4 4

Asadar g_ (7+787)-196 _ 794-196
2

: O suma de numere naturale este tot un numar natural.

Exc propus: Sd se calculeze sumele:

Si=3+8+13+...+553 ;

S,= 1+ 6+11+...+2011;

S;=3+8+13+...+ 2011;

S,=4+10+16+...+904;

Ss=3+10+17+...+850;

Se= 4+8+12+...+2012.

=77812 -



