Functia de gradul 1I- probleme rezolvate Virgil-Mihail Zaharia

< 1 1 ... . ..
= 1. Sa se calculeze — +—, stiind ¢i x; si x, sunt solutiile ecuatiei x> —x —2=0.
XX
2 R. Din relatiile lui Viete, avem: x, + x, =11 x, - x, =—2 51 obtinem:
I 1 x+x, 1 1

X X, Xx-x, -2 2

= 2. Se considera functia :[0,1]->R , f(x) = —x". Sa se determine multimea valorilor functiei f.
“ R. Functia de gradul II are un maxim, coeficientul lui x* este negativ (-1), egal cu

A : : . : ..
Val.max = 0 =0 si atunci multimea valorilor functiei este (-,0].
a

= 3. Si se rezolve in multimea numerelor intregi inecuatia x* — 5x + 5 < 1.
© R. Inecuatia echivalenta: x* — 5x + 4 < 0. Ecuatia atasati x> — 5x + 4 = 0 cu solutiile x,=1,
x,=4. Tabelul de semn
X | —oo 1 4 o0
X=Sx+4|+++t++ 0—————— O++++++++
Solutia S =[1, 4]nZ ={1,2,3,4}.

= 4. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei V2 +x =x.
2 R. Ecuatie irationala, punem conditia de existenta a raddcinii patrate 2+x>0= x> -2 =
x€[-2, +=) si x > 0. Domeniul de rezolvabilitate este D=[0,+). Pentru rezolvare se ridica

la patrat: V2 +x = x‘( )2 =2+x=x"=x"—x-2=0 cu solutiile x;=-1¢ D, x,=2€D.

Solutia ecuatiei S={2}.

= 5, Si se determine solutiile intregi ale inecuatiei (x —1)*+x— 7 <0
0 R. Inecuatia echivalenta este x* —x -6 <0 §i ecuatia atasata x’ —x—6=0 cu solutiile
x1=2, x,=3. Tabelul se semn:
x | —oo -2 3 oo
XCx—6 |+ +++0————— 0++++++
Solutia este S=(—2, 3)NZ={-1,0,1,2}.

© 6. Fie functia /:R—R, f(x) = mx” — 8x — 3, unde m este un numar real nenul. Si se
determine mstiind ca valoarea maxima a functiei f este egala cu 5.

- g : . . : . A
9 R. Daca functia are valoare maxima atunci m>0 si valoarea maxima este y,, =-—,

4a
A=(-8)' —4-(=3)-m=64+12m=4(16+3m) =
4(16+3m) 16 +3m
—_ =

=5=16+3m=5m=2m=16=>m=8.
dm m
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= 7. S se calculeze a” + b7, stiind cd numerele a si b au suma egald cu 4 si produsul egal cu 3.
“ R.Dina+b=4siab =3 se obtine ecuatia de gradul II: x* — 4x + 3 = 0 cu solutiile x;=1
si x, =3 sau x; =3 six, = 1, solutiile fiind a si b. Se obtine a+b=1*+3*=10.

= 8. Fie functiile /, g :\R—R, f(x) =x —x +1 si g (x) =x + 4. Si se calculeze coordonatele
punctelor de intersectie a graficelor functiilor 1 g.
2
o : : . C|y=x"—x+1
<2 R. Coordonatele punctului de intersectie se obtin ca solutie a sistemului {y * : =
y=x+
¥—x+l=x+4=x*-2x-3=0cu solutiile x; = —1 six, =3, y; =3 si y, = 7. Punctele de
intersectie A(—1,3), B(3,7).

= 9, Sa se calculeze x; + x, + x1x, , stiind ca x; si x, sunt solutiile ecuatiei ¥ —2x—-2=0.
.o . (34 . N\ b . . .
<2 R. Din relatiile lui Viete avem: x; + xy =——=2 $1 xjx, = foosi obtinem:
a a

X1 +X2 +X1X2:2_2:O

= 10. Si se determine meR astfel incat ecuatia x* + 2mx + 4m = 0 sa aiba solutii reale.
<2 R. Ecuatia de gradul II are solutii reale daca A > 0. Calculam
A=b*—4ac=>A=(2m) —4-4m-1=4m* —16m §i 4m* —16m >0 inecuatie de gradul II se
rezolva utilizand tabelul de semn. Aflam radacinile 4m*> —16m =0, m;=0 si m, = 4.
m | - © 0 4 o0
4m* —16m |+++++ 0------ 0+++++
Solutia me(-e0, 0Ju[4, +0).

= 11. Si se rezolve in multime numerelor reale ecuatia 3/x° —x—3 =—-1.

“ R. 3xz—x—3:—1‘( )3:>x2—x—3:—1:>x2—x—2:0 cu solutiile x; = -1 six, = 2.

= 12. Se considera functia f :R—R, f(x) = 2x —1. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei
P +2f(x)-3=0.
© R. Notam f(x) = y si avem ecuatia y* + 2y — 3 = 0 cu solutiile y;= 1 si y, = —3. Revenim la
notatiesiseobtine2x —1=1=>x;=1;2x—-1=-3 = x, =—1.

= 13. Se considera functia f:R—R, f (x)=x’—25. Si se calculeze —5)-A—4)-....A0)-....{4)-A5).
0 R.Din (—5) =0 = f(-=5)-f(—4)-....0)-....f(4)-f(5) = 0.

2x+3

= 14. Sa se determine solutiile reale ale inecuatieci ———2>1.

xXF+x+1
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2 2 2 —x*—x-1 —x? 2
o R P o 2D gy 2 a2, 0 Pentru
x +x+1 x +x+1 x +x+1 x +x+1

rezolvare facem tabelul de semn:
2 =0=> A=1-4(-1)2=9,x=-1,x,=2
x*+x+1=0,A=-3, ecuatia nu are solutii reale.

X —oo -1 2 o0
X2 [ —————— O+++++ 0——————
e o o o
—_x:“”z —————— O+++++0——————
X +x+1

S=[-1,2].

= 15. Se considera functiile £,g:R—R, f(x)=3x"-3x+1si g(x)=x—1. Si se determine solutiile
reale ale ecuatiei f{x) = —g(x).

» R. Din f{x) = —g(x) = 3x*3x+l=x+1= 3x"2x=0 = x,=0s5i X, =

© 16. Sa se determine meR stiind c¢a parabola asociata functiei f: R — R, £ (x)=x"—mx+m—1
este tangentd axei Ox .
<2 R. Parabola este tangenta axei Ox daca varful parabolei este pe axa Ox, adica
2
A -m) —4-1-(m—1
A o m) (m—1)
4a 4

=0=>m’ —4m+4=0=(m-2) =0=>m=2.

= 17. Sa se demonstreze ci daci aeR’, atunci ecuatia ax’—(2a+1)x+a+1=0 are doua solutii
reale distincte.
2 R. Ecuatia are doua solutii reale distincte dacd A>0 .

A=[~(2a+1)] ~4(a+1)-a= 4d" 344 +1 4G A4d =1>0,YaeR

= 18. Se considera functia /:R —R, f (x)=x’—11x+30 . Si se calculeze f{0)-A1)-....A6).
“ R.Din f{6) =0 = £0)-f(1)-....f{6) = 0.

= 19. Fie functia f:R—R, f(x) =x" + 5x + m + 6 . S se determine valorile reale ale lui m
stiind ca f'(x) >0, pentru oricare xeR .

52—4-1-(m+6)
4.1

>20=>-25+4m+24>20=>4m=>1=

0 R.f(x) >0 daca —AZO:—
4a

=m21:>me[l,+ooj.
4 4
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= 20. Sa se determine o ecuatie de gradul al II-lea ale carei solutii x; si x, verifica relatiile
X1+ X =1 $1 XXy = —2.
© R. Scrierea ecuatiei de gradul II cand se cunosc suma si produsul radicinilor este: x* — Sx
+ P =0, unde S = x; +x, =1 1 P =x1x, = —2. Se obtine ¥ —x =2 =0.

= 21. Se considera functia /:R—R, f(x) =x>— 3x + 2 . Sa se calculeze £ ( £(0)) — £ (2) .
“R.Dinf(0)=2= f(f0)=72)sif(f(0)-f(2)=/(2)—f(2)=0.

= 22. Sa se demonstreze ca pentru orice numar real a, ecuatia de gradul al doilea
x> — (2sin a) x +1— cos” a = 0 admite solutii reale egale.
<2 R. Calculam discriminantul ecuatiei
A= [—(ZSina)z} — 4(1 —cos’ a) =4sin*a—4+4cos’ = 4(sin2 a+ cos’ a) ~4=4-4=0 si

atunci ecuatia are douad solutii reale egale.

= 23. Se considera functia f:R—R, f(x)=x"—3x + 2. Sa se calculeze £(0) - £(1) -...- £(2009)
D R.Dinf(1)=0= f(0)-f(1)-...- £(2009) = 0.

= 24. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia Vx—5=2.
2 R. Conditia x =5 >0 = x €[5,+«). Rezolvdm ecuatia prin ridicare la patrat:

( x—5)2=22:>x—5:4:>x=9.

= 25. Si se determine solutiile reale ale ecuatiei Vx> —x—2=2.
© R. Conditii x> -x-2>0, tabelul de semn
X | - o -1 2 + o0
Xox—2 [+++++++0-———— 0++++++
XE(—o0,—1]U[2,+).

2
Pentru rezolvare ridicdm la patrat: (x/xz —x—2j =22 = x?-x-2=4 x> -x-6=0cu

solutiile x; = -2 six; =3 51 S= {-2, 3}.

= 26. Sa se determine o ecuatie de gradul al II-lea ale carei solutii x; i x, verifica simultan
relatiile x; + x; =2 s1x;. x, = -3.
© R. Ecuatia de gradul al II-lea va fi: x*> —Sx+ P =0, unde S=x; + x, =2 si
P =x,. x, =-3. Se obtine ecuatia x> -2x-3=0.

= 27. Sa se determine meR\{1}, stiind cd abscisa punctului de minim al graficului functiei
f R-R, f(x)=(m—1x*—(m—2)x +1 este egald cu 2.

© R. Abscisa punctului de minim este x, = —— = —— (m-2)

= =2, m—-2=4m—4,
2a 2(m—1)
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3Im=2, m=2,
3

= 28. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei Vx+1=5-x.
x+ 120 {x >-1

5-x>0
Rezolvam ecuatia prin ridicare la patrat:

2
(\/x-l—l) = (5 —x)2 = x+1=25-10x+x" = x> —11x +24 =0 cu solutiile x; = 3¢[-1,5] si

x, = 8¢[-1,5]. Solutia ecuatiei este x = 3.

 R. Conditii: { = xe[-15]

x<5

= 29, Sa se calculeze distanta dintre punctele de intersectie ale graficului functiei /:R—R,
f(x)=—x>+2x+8 cuaxa Ox.
“ R.

y

Punctele de intersectie ale graficului functiei cu axele de
coordonate este |x2 —x,|, unde x; si x, sunt solutiile ecuatiei

fix)=0.

—x*+2x+8=0cu solutiile x; = =2 si x, = 4.
Distanta este ‘xz - xl‘ = ‘4 —(—2)‘ = ‘6‘ =6.

= 30. Sa se calculeze distanta dintre punctele de intersectie ale graficului functiei f:R— R, f
(x)=x—8x+7 cu axa Ox.
© R. Rezolviam ecuatia f{x) =0 = x*~8x+7 =0 = x; = | si x, = 7 iar distanta dintre puncte
este ‘xz —xl‘:‘7—1‘ =6.

= 31. Sa se determine coordonatele punctului de intersectie a dreptei de ecuatie y = —4 cu
graficul functiei /:R —R, f(x)=x"—6x+5.
“ R.Din f(x)=y = x*—6x+5 =—4 = x*~6x+9=0 = (x —3)* =0 = x = 3 i punctul de
intersectie este 4(3, —4).

- o .2 2 . .. . %
= 32. Sa se demonstreze ca ecuatia x"—2x+1+a =0 nu admite solutii reale, oricare ar fiaeR .
2 R. Dacd A <0 ecuatia nu are solutii reale.

A= (—2)2 -4-1- (1 + az) =4-4-4a" =44’ <0,Va R’ si ecuatia nu are solutii reale.
= 33. Sa se determine valorile reale ale lui m , stiind ca valoarea minima a functiei f:R —R,
£ (x)=x’-mx+m—1 este egali cu i

2 R. Valoarea minima a functiei este varful parabolei,

2_
y=— Ao AL modmrd 1 oY oo m-2=tl=mell3).
4a 4a 4 4 4
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= 34. Sa se determine multimea solutiilor reale ale ecuatiei V7 —x =1.

2 R. Conditia 7 —x >0 = x < 7. Pentru rezolvare redicam la patrat si se obtine: 7 —x =1
= x=6.

= 35. Sa se determine m € R, stiind ca solutiile x,x, ale ecuatiei xz—(2m+1)x+3m=0 verifica
rela‘gia .X'1+.X'2+.X1X2:1 1.

2 R. Din relatiile lui Viete avem: x;+x, = 2m + 1 iar x,x,= 3m si se obtine 2m + 1 +3m =11
= 5m=10 = m=2.
= 36. Sa se determine elementele multimii A={xeN| |2x—1|<1}.

DR 2x-1|<1e-1<2x-1<]|+1=0<2x<2|:2=0<x<1=x€[0,]]nN={0,1} = 4.

= 37. Se considera ecuatia x*+3x—5=0 cu solutiile x; si x, . S se calculeze x. + x. .
D 2 . .. . ‘s . .
@ R. x; +x; =(x +x,) —2xx,. Din relatiile lui Viéte avem: x, +x, =-3 si x,x, =—55i se

obtine x7 +x7 =(x, +x,) —2xx, =(-3) —2-(-5)=9+10=19.

2 38. Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia /x> —25 =12.

© R. Conditia: ¥’ =25>0 = x e (—0,—5]u[5, +0). Pentru rezolvare se ridica la patrat:
x*—25=144 = x*=169 = x;,= =13, solutii.

. 2x—y=3
= 39. Sa se rezolve sistemul §
X +2x-T=y
<2 R. Din prima ecuatie y = 2x —3 si inlocuim in ecuatia a doua:
X +2x-7=2x-3=x" =4=x,=12. Aflamy: x; =2 = y; =2(-2) —3=-T7 six, =2
=y, =22-3=1.5={(-2,-7), (2,1)}.

, unde xeR, yeR.

= 40. Sa se arate ca (x—1)(x—2)>x—3, oricare ar fi xeR.

R. (x—1)(x=2)>x-3=x* —2x—x+2-x+3=x—4x+4+1=(x-2) +1>0,ca
suma de numere poyitive, oricare ar fi xeR.

= 41. Sa se rezolve In multimea numerelor reale ecuatia V2x+3 =x.
<2 R. Conditii: 2x +3>0 si x > 0, se obtine xe[0,+). Rezolvare:
Va3 =x|( ) = 2r+3=x’= = x’=2x-3=0,A=16,x, =1, x, =3
Solutia x =3 > 0.



