Functia de gradul Il — probleme propuse Virgil-Mihail Zaharia

Ecuatii de gradul al doilea
ax> +bx+c¢=0,abceR, a0
1. Formule de rezolvare: A >0

_=b+A _—b-A

= ,A=b2—4ac; sau

'xl > 2
2a 2a
- b'+JA' s b'—JA' b= A = b7 Relatii intre coeficienti
X -, X -, 0 e —ac si radacini:
2. Formule utile in studiul ecuatiei de gradul al Il-lea: __ Y
2, 2 _ 2 @ X+ Xy =
X1t x =0t x) —2xx, =8 -2P a
X13 + X23 = (x1 + X2)3 — 3X1X2(X1 + .sz) = S3 - 28P ) . £
X14+ X24 = (x1 + X2)4 — 2.7(712.7(722: S4 — 4S2P + 2P2 M= a

o . ee ~ g~ e e A . . 2
3. Discutia naturii §si semnul raddcinilor in functie de semnele lui A = b° — 4ac,
P = X1Xp, S= X1 +X2.

A P S Natura si semnul radacinilor

A<O - - N —bhtiv-A
Radacini complexe: x, , = —
a

A=0 ) ) Radacini reale si egale x, = x, = —zi
a

P>0| S>0 |Radacini reale pozitive

A>0 | P>0]| S<O0 |Radacinireale negative

x#x, | P<0] §>0 |Radacini reale si de semne contrare; cea pozitiva este
mai mare decat valoarea absoluta a celei negativi
P<0| S§<0 |Radacini reale si de semne contrare; cea negativa este
mai mare in valoare absoluta.

4. Semnul functiei fR—R, f(x) = ax’ + bx + ¢, a,b,ceR
A>0:a#0, x <x,.

X -00 xl x2 “+o0
fx) semnul lui a 0 semn contrar luia 0 semnul lui a
A=0
X -00 X1 =X +00
fx) semnul lui a 0 semnul lui a
A<O0
X | -00 +00

fx) | semnul lui a
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S. Graficul functiei R—R, f(x) = ax® + bx + ¢, a,b,cR este 0 parabold. Aceasti

2
functie se poate scrie si sub forma f (x):a(x+2—) +;—, numitd forma
a a

canonica.

A

Y

=

X1 X2
o A D/B "

1. Maximul sau minimul functiei de gradul al doilea

C § V(—i,—ﬁj g

~ : 2 . -A L
1. Daca a > 0, functia f{x) = ax” + bx + ¢ are un minim egal cu a’ minim ce se
a

realizeaza pentru x = 2
a

~ : 2 : -A :
2. Daca a <0, functia f(x) = ax” + bx + ¢ are un maxim egal cu a’ maxim ce se
a

realizeaza pentru x = 2
a

7. Intervale de monotonie pentru functia de gradul al doilea
Teoremd. Fie functia de gradul al doilea f{x) = ax® + bx + ¢, a#0

~ . : . : -b| . .
1. Daca a > 0, functia f este strict descrescatoare pe intervalul (—w,z—} si strict
a

. : -b
crescatoare pe intervalul 2—,+00).
a

~ . : . : -b| . .
2. Daca a < 0, functia f este strict crescatoare pe intervalul (—00,2—} s1 strict
a

. ) -b
descrescatoare pe intervalul 2—,+oo).
a

Observatie: Intervalele (—oo,;—b} si {;—b,—i—oo) se numesc intervale de
a a

monotonie ale functiei f.
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Descompunerea trinomului aX* + bX + ¢, a,b,ceR, a#0, x; si x, fiind
radacinile trinomului.
1. A>0, fix)=a(X—x)(X —x);
2. A=0,/x)=a(X-x);
3. A <0, fix) este ireductibil pe R.

Scrierea ecuatii de gradul al doilea cdnd se cunosc suma si produsul
radacinilor ei; x> — Sx + P = 0,cuS=x;+xs1 P=xx,.

Teorema: Ecuatiile ax’+bx+c=0 si a’x*+bx+c’=0,Vab,ca' b’ ceR,
a,a’#0, au cel putin o radacind comuna daca si numai daca:

(ac’ —a’c)’ — (ab’ — a’b)(bc’ — b’c) =0

Conditii necesare si suficiente pentru ca numerele reale date o. si 3 sa fie in
anumite relatii cu raddcinile x; §i x; ale ecuatiei de gradul al doilea f(x)=ax” + bx
+ ¢ a,b,ceR, a#0, respectiv, pentru ca f(x) sd pastreze un semn constant Vx,xeR.

Nr.crt. Relatii intre x;, x,, asi B Conditii necesare §i
suficiente
1 a<x < f<x;sau 1. e (P <0
x <a<xm<f
l. A=b*~4ac=0
2. alay>0
3. af(p)>0
2 a<x;<x,<p -b
4, o< —
2a
-b
5. B> Y
l.af(a) <0
3 x<a<f<x 2. af(f) < 0 ceea ce atrage
dupa sine A >0
4 x1<a<x l.afla) <0
1. A=0
5 a<x;<x 2. afla)>0
3. o< —
2a
1. A=0
6 xn<n<a 2. afla)>0
3 _—b<oc
2a
7 | fix)=0,VxeR 1. A<O
2.a>0
8 f(x) <0, VxeR 1. A<O
2. a<0
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Probleme propuse

1. Sa se calculeze i + i , stiind ca x; si x, sunt solutiile ecuatiei x*—x—2=0.
xl x2

2. Si se calculeze suma solutiilor intregi ale inecuatiei x*—5x+5<1.

3. Fie functia :R—R, £ (x)=mx’—8x—3, unde m este un numir real nenul. Si se
determine m stiind cad valoarea maxima a functiei f este egald cu 5.

4. Fie functiile £,g:R—R, f (x)=x—x+1 si g(x)=x+4. Si se calculeze
coordonatele punctelor de intersectie ale graficelor functiilor f'si g.

5. Sa se calculeze x;+x,+x1x, stiind ¢ x; s1 x, sunt solutiile ecuatiet ¥ =2x-2=0.

6. Se considera functia f:R—R, f (x)=mx’—mx+2 ,meR*. Si se determine
numarul real nenul m stiind ca valoarea minima a functiei este egala cu 1.

7. Sa se determine meR , stiind ca {x6R| xz—(m+2)x+m+1=0}={1} :

8. Se considera functia f:R—R, f(x)=x2—25. Sa se calculeze
S(=5)f(=4)...f(0)...[4)A5).

9. Se considera functiile f,g:R—R, f (x)=3x3x+1si g(x)=x—1. Si se determine
solutiile reale ale ecuatiei f{x) = —g(x).

10.Se considera functia /:R—R, f(x)=x’—11x+30 . Si se calculeze
A0):A(1)-...£(6).

11.Fie functia /:R—R, f (x)=x’+5x+m+6. Si se determine valorile numarului
real m stiind cd f'(x)> 0, pentru VxeR..

12.S4 se determine o ecuatie de gradul al II-lea ale carei solutii x; si x, verifica
simultan relatiile x;+x,=1 s1 x;x, = —2.

13.Se considera functia f:R—R, f(x)=x—3x+2. Si se calculeze
A0):A(1)-...-/(2008).

14.Sa se determine o ecuatie de gradul al II-lea ale cérei solutii x; si x, verifica
simultan relatiile x;+x,=2 s1 x1x, = —3.

15.S4 se calculeze distanta dintre punctele de intersectie ale reprezentarii
grafice a functiei £R—R f{x)=—x*+2x+8, cu axa Ox .

16.Fie functia /:R—R, f(x)=x’—8x+7. Si se calculeze distanta dintre punctele
determinate de intersectia graficului functiei f cu axa Ox.

17.Se considera functia :R—R, f(x)=x’—6x+5. Si se determine punctul de
intersectie al dreptei de ecuatie y = —4 cu reprezentarea grafica a functiei 1.

18.S4 se demonstreze ci ecuatia x°—2x+1+a’=0 nu admite solutii reale, oricare
ar fi acR* .

19.S4 se determine valorile reale ale lui m , stiind cad valoarea minima a functiei

[ R-R, f(x)=x"—mx+m—1 este egali cu —%.

20.S4 se determine meR | stiind ci solutiile x;,x, ale ecuatiei x*—(2m+1)x+3m=0
verifica relatia x,+x,+x1x,=11.

21.Se considera ecuatia ¥*+3x-5=0 cu solutiile x; s1 x; . S se calculeze xf + x22.

22.Sa se arate ca (x—1)(x—2)>x—3, oricare ar fi xeR.
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23.Se considera ecuatia x*+mx+2=0 cu solutiile x si x . Si se determine
valorile reale ale lui m pentru care (xﬁrxz)2 —2x1%,=5.
24.S4 se determine functia de gradul al doilea /:R—R, £ (x)=x—(2m+1)x+3,

. D : .7
meR , al carei grafic are abscisa varfului egala cu 5

25.84 se rezolve inecuatia(2x—1)*<9.

26.S4 se demonstreze ci parabola asociati functiei /:R—R, f{x)=x"—2mx+m*+1
este situata deasupra axei Ox , oricare ar fi meR .

27.Se considera functia f:R—R, f(x)=x+mx+2 . Si se determine numerele

.. .. 1
reale m pentru care minimul functiei f'este egal cu e

28.Sa se formeze o ecuatie de gradul al doilea, stiind ca aceasta are solutiile
X1:2 Sl Xo= 3.
_ L lx+y-2=0
29.Sa se rezolve sistemul de ecuatii { 5 .
x =2x+y=0
30.S4 se determine solutiile reale ale inecuatiei x*~9<0.
31.Se considera functia f:R—R, f (x)=x*+3. Si se rezolve inecuatia f{x)<12.
32.Sa se determine coordonatele varfului parabolei asociate functiei R—R,
)= +H4x—5.
33.Se considera ecuatia x*—x+m=0 cu solutiile x; s1 x, . S& se determine numarul

1 1 3
real m pentru care + ——.

x+1 x,+1 4

34.Se considera functia f:R—R, /' (x)=x’—3x+1. Si se determine numerele reale
m pentru care punctul 4(m,—1) apartine graficului functiei f.

35.S4a se determine functia de gradul al II-lea al cérei grafic contine punctele
A(1;3), B(0;5) si C(—1;11).

36.S4 se determine valorile reale ale parametrului m stiind ca solutiile x; si x,
ale ecuatiei x2+(m—1)x+3=0 verifica egalitatea x,= 3x,.

37.S4 se determine meR* astfel incét graficul functiei f:R—R, /' (x)=mx*—x+1
sd contind punctul 4(2,3).

38.S4a se determine valorile reale ale lui m stiind ca solutiile x; si x, ale ecuatiei
xz—(m2+3)x+3=0 verifica egalitatea x;+x,+x1x,=7.

39.S4a se determine valorile reale ale parametrului m astfel incat ecuatia
x*+mx+9=0 si admita doua solutii egale.

40.Sa se arate ca solutiile x; si x, ale ecuatiei x*—x—1=0 verifica relatia
XD X =x +x, +2.

41.S4a se determine valorile reale ale numarului m stiind ca valoarea minima a
functiei f:R—R, f (x)=x"—2mx+3m este egali cu 2.

42.Sa se determine valorile reale nenule ale lui m pentru care graficul functiei
FR—-R, f(x)=mx’—(m+1)x+1 este tangent axei Okx.

43.Sa se determine numerele reale m stiind ca valoarea maxima a functiei
FR-R, f(x)=—x* +2x—m+3 este egali cu 10.
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44.Sa se determine valorile reale ale numarului m stiind ca solutiile x; si x, ale
ecuatiei x*—mx+m+2=0 verifica egalitatea 2xx,=x+x,.
45.8Stiind ca x; si x, sunt solutiile ecuatiei x*~2008x+1=0, si se calculeze
1 1

XX

46.S4a se determine valorile reale ale lui m , stiind ca solutiile x,; §i x, ale ecuatiei
x*—mx—m—6=0 verifica relatia 4(x;+x,)+xx,=0.

47.Sa se determine m real astfel incat solutiile x; si x, ale ecuatiei
x*+2x+6m—1=0 sa verifice relatia x;+x,=x.x,.

48.Sa se determine punctele de intersectie ale graficului functiei /:R—R,
flx)=x*-1 cu axele de coordonate.

49.S3 se demonstreze c¢i pentru orice meR ecuatia x*+mx—m’—1=0 are doud
solutii reale distincte.

50.Sa se determine valorile reale ale lui x pentru care x(x—1)<x+15.

51.Sa se determine valorile reale ale numarului m astfel incat reprezentarea
graficd a functiei f:R—R, f (x)=x—(m—1)x—m si fie tangenti la axa Ox.

52.S4 se determine solutiile reale ale inecuatiei x*—5x+6<0.

53.Se considera functia R—R, fix)=x’—ax+a , unde acR. Si se determine a
astfel incat minimul functiei f'sa fie 1.

54.S4 se arate ca solutiile x; si x, ale ecuatiei xz—(2m—3)x+m—1=0 verifica
egalitatea x;+x,—2x1x,=—1, Vv meR.

55.Se considera functia f:R—R, ' (x)=x’—2x+2. Si se arate ci varful parabolei
asociate functiei are cooordonatele egale.

56.54 se arate ca multimea {x€R|x2—(2m+1)x+m2+m=O} are doua elemente,
oricare ar fi meR.
57.Sa se formeze o ecuatie de gradul al doilea, ale carei solutii verifica relatiile
x+y=11
xy=30
y=2x-1
y=x>=3x+5 '
59.S4 se arate cd, oricare ar fi meR , parabola asociata functiei R—R,
Ax)=x"—mx+m*+1 este situatd deasupra axei Ox.
60.Sa se determine valoarea parametrului real m , stiind ca solutiile x; si x; ale
ecuatiei x*—(m—1)x—m=0 verifica relatia x;+x,=2(x,x,+4).
x+y=3

58.S4 se rezolve sistemul {

61.Sa se rezolve sistemul { , .
XT+x=y
62.S4 se rezolve in multimea numerelor reale inecuatia (2x—1)(x+1)<—x+11.
63.Se considera functia fR—R, fix)=—x’+4x+6. Sa se arate ci f (x)< [ (2),
oricare ar fi xeR.
64.Ecuatia x2+px—p=0 , cu peR , are solutiile x; si x,. Sa se verifice daca
expresia x;+x,—x1x; este constanta.
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65.Fie functia :R—R, /' (x)=x’—(m+1)x+m, cu meR. Si se arate ci solutiile x,
s1 x, ale ecuatiei /' (x)= 0 verifica relatia x,+x,—x;x,=1.

66.S4 se demonstreze ci parabola asociata functiei fR—R, fix)=x’—4x+4 este
tangenta axei Ox .

xX+y=-6
xy=28 '
x+y=35

xy=06

69.Se considera ecuatia de gradul al doilea x*~x+m=0 . Si se determine meR
astfel Incét ecuatia sa admita solutii de semne contrare.

70.S4 se arate ca varful parabolei asociate functiei FR—R, f{x)=x"-2x—3 se afli
pe dreapta de ecuatie 3x+y+1=0.

71.S4 se rezolve inecuatia (x*—1)(x+1)>0.

72.S4 se arate ca produsul solutiilor ecuatiei mx*—2008x—m=0 este constant,
oricare ar fi meR*.

73.Se considera functiile f,g:R—R, flx)=4x"—4x+1, g(x)=2x—1. Si se rezolve
ecuatia f{x)+2g(x)=1.

74.Se considera functia fFR—R, fix)=x’—3x+2. Si se calculeze produsul
S A1) ROYATIAR).

75.Se considera functia R—R, fix)=x’+mx+2. Si se determine numarul real m
astfel Tncat minimul functiei sa fie egal cu —2 .

76.Se considera functia R—R, fix)=x’—4x+3. Si se demonstreze ci f(x)>—1,
oricare ar fi numarul real x.

77.S4 se determine numarul real m astfel incét solutiile ecuatiei x*—mx—1=0 si
fie numere reale opuse.

78.S4 se determine parametrul real m astfel incét solutiile ecuatiei x’—3x+m=0
sa fie inverse una alteia.

79.S4 se determine meR* astfel incat solutiile ecuatiei x*~3x+m=0 si aibi
semne opuse.

80.Sa se determine coordonatele varfului parabolei asociate functiei R—R,
fx)=4x"—12x+9.

67.54a se rezolve sistemul de ecuatii {

68.54a se rezolve sistemul de ecuatii {



