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VOLUMUL CORPURILOR DE ROTATIE

Definitia 1. Fie a,beR, a<b si f: [ a, b] ~R,. Multimea
y C{(x,y,2) €R3/\/y2 +z° <flx); a<x<b} se

numeste corpul de rotatie determinat de functia f
/=

sau corpul obtinut prin rotirea subgraficului functiei
Z

= Observatia 1. Daca functia g: [ a, b] ~R; este
constanta pe portiuni, adica daca exista o diviziune
A=(a=x,<...<x,=b) alui [a, b] astfel incat g este
constanta pe fiecare interval (x;.1,x;), g(x)=c;,
(V)xe(x;.1,x;) atunci corpul de rotatie determinat de
g este o reuniune finitd de cilindri. Volumul unui asemenea corp de rotatie este:

M x finjurul axe Ox.

vol(C,) = ﬂ%ciz(xi - X;_1).
i=1

Definitia 2. Se numeste multime cilindricad elementara orice multime care se
obtine prin rotirea subgraficului unei functii constante pe portiuni in jurul axei Ox.

Cel mai mic (respectiv cel mai mare) dintre numerele pozitive cy,...,c, va fi numit
raza minima (respectiv raza maximd) a multimii cilindrice elementare Cy.

Definitia 3. Fie f: [ a, b] ~R, s1 Cycorpul de rotatie determinat de functia f.
Spunem ca Crare volum daca existd doud siruri (G,),en $i (H,)nen de multimi cilindrice
elementare astfel incat:

(1.) G,cCcH,; (V)neN si

(2.) lim vol(G,) = limvol(H,).

n— 0 n—» 0

In acest caz volumul lui C;se defineste prin:

def
vol(Cy) = limvol(G,) = limvol(H,).
n— 0

n—>®©
Observatia 2. Definitia volumului corpului de rotatie Cynu depinde de sirurile
(G)nen $1 (H,)nen considerate.
Teorema 1. Daca f: [ a, b] ~R; este o functie continua atunci corpul de rotatie
determinat de f"are volum si

vol(Cy) = ﬂlf 72 (x)dx .

Demonstratie Fie A,=(a=x("<...<x,"=b), neN un sir de diviziuni ale intervalului
[a, b] astfel incat:

(3.) lim|A,[=0.

n—> 0

Notam cu m;" (respectiv M;") marginea inferioara (respectiv marginea superioara)
a functiei f pe intervalul inchis si marginit [ x";_,, x";]. Atunci existd u";,v";€ [ x";_
1, x7;] astfel incat Au",)=m," si {V"))=M".

Pentru fiecare neN definim functiile constante pe portiuni g,,/,: [a, b] ~R.,
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8n (x)dif{min :f(uni)’daca X G(X?—laxln);(l <i< pn)
f(x;),daca x=x;; (0<i<p,)

hn(x)def{Mi" = f("),daca x e(x"_,x");(1<i< p,)
f(xi),daca X=x;; (Ogigpn)

Atunci corpurile de rotatie G, si H, determinate de g, si /4, sunt multimi cilindrice
elementare cu proprieta]iile (1.) si

Py
vol(G,) = L f* (u)(x! = x}-) = on (7 uf)
i=1
(4) .
vol(H,) = z;lﬁ(v;ﬂ)(x;ﬂ —xl =0 (7))
Functia 7 fiind continua rezulti ca zf~ este continua rezulti ca 71~ este
integrabila, iar conform (3.) si (4.) avem:
b
7l f2()dx = lim o, (7°,u}) = lim vol(G,) =
(5.) a n—» 0 n—» 0
= lim o, (7 %,v}) = lim vol(H,,)
n— " n—

Sirurile de multimi cilindrice elementare (G,),cn $1 (H,).en Verifica relatiile (1.) si
(5.) de unde rezultd ca Crare volum si

b
vol(C) = ﬂjfz(x)dx.

Corolarul 1. Daca functiile f1,/,: [ a, b] ~ R, sunt integrabile pe [a, b] iar
fix)<fa(x), (V)xe [ a, b] atunci corpul obtinut prin rotirea in jurul axei Ox a functiei
f2(x)-f1(x) are volum si

b
vol(Cy) = 7l /3(x) = /1 (x)]dx.

Exemplul 1. Sa se calculeze volumul sferei de raza R.

Ay Sfera se obtine rotind semicercul de raza R in jurul axei Ox.

Ecuatia arcului 4B este y=\/R2 —x? X€[-R, R].
2 R 4 R3
B A, Vol( ﬂj(\/Rz ) dx:ﬂI(Rz—xz)dx: dhay
O x -R 3
Z

Exemplul 2. Sa se calculeze volumul trunchiului de con.
Trunchiul de con se obtine prin rotirea trapezului O’4BO" in jurul axei Ox. Fie r

-r :
(x—a)+r;iar

si R razele bazelor trunchiului de con. Ecualia dreptei AB este y =

h=b-a inaltimea conului.
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—a=t

2 X
Y vol(C;) = 7[]{ " (x - a)+r}d -

(), e
.z/ \H} :%h[R2+r2+Rr]

Exemplul 3. Volumul conului

b

y Daca ludm r=0; corpul generat prin rotatie este conul
circular de indl]ime 4, cercul de baza avand raza R. In formula de
z R la exemplul 2. inlocuind =0 rezulta

| 2
B\U X y=R
3

Exemplul 4. Volumul elipsoidului de rotatie.
Se obtine prin rotirea multimii

2 2
y {(x y)eR2 /2 =+ Z— < 1} (a,b)>0 in jurul axei Ox.
a

/7 ~ Datorita simetriei elipsoidului fa]a de planul yOz este
W suficient sa calculdm numai volumul jumatatii situate in

z partea dreapta (x>0) a planului yOz.

Fiefi[0, al~R, f(x):é\/az—x2
a

2a
vol(C;) = 27zj £ (x)dx = 2ﬂb—j(a —xz)dx

Observatie: Pentru a=b=r se gaseste formula volumului sferei.

Exemplul 5. Volumul paraboliodului de rotatie
Se obtine prin rotirea in jurul axei Ox a functiei

| \ £:[0 -R,, f(x)=+2ax
\ / X 2 , o 2
vol(C )= ﬂjf (x)dx = 2ﬂajxdx = 27ra? =rab
0

0 0
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Exemplul 6. Volumul hiperboloidului de rotatie.
y Fief:[a, b]-R,, f()c):\/)cz—a2

vol(C,) =7 j FH(x)dx = ﬂ!(xz —a’)dx =n (%3 - azxj

b

a

X 3 3
=1 b——azb - a——a3 zz(b3+2a3—3a2b).
3 3 3

2 2 2

Exemplul 7. Volumul astroidului de rotatie X3+ yE = ag(a>0)
Datorita simetriei este suficient sa calculam volumul

corpului de rotatie determinat de functia:
3

22\
fi10,al-Rs, f(x)£a3 x3J

X

vol(Cf)=7r_[i.f2(x)abc=7zj(aj —xil dx =

a 42 34
=7r_[ a’ =3a’x? +3a*x3 —x* |dx =
0

=——ra
, 105

In toate exemplele date am considerat corpul obtinut prin rotirea unei curbe in
jurul axei Ox. Dam un exemplu de corp obtinut prin rotirea unui segment de curba in
jurul lui Oy.

Exemplul 8. Fie O<a<b, 0<c<d si fie f: [a, b] - [ ¢, d] bijectiva si derivabila.

Vom calcula volumul V" al corpului de rotatie obtinut prin rotirea
Y trapezului curbiliniu ABMP in jurul axei Oy.
I\ P Notand cu /™' inversa lui £, avem:

d 2
V= ﬂf(f_l (y)) dy . Integrand prin parti,
B A ‘ )
2
L7 |O x~ obtinem:V = ﬂ{y (f_l(y))

d .
=2[ 7' T )yay |=

d '
= ;{bzd —a*e=2[ 'O () ydy} . Facand schimbarea de variabild x=1"'(y)

obtinem:
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6.) V= ﬂ[bz f(b)—a’f(a)- 21j7xf(x)dx} . Am tinut cont ci dx=(f"'(y))'dy si

y=f).
Ca aplicatie a formulei (6.) vom calcula volumul corpului generat de rotirea
suprafetei limitata de Ox, y=sinx,

y 0<x< g n jurul lui Oy.

Vom avea:

z
2 2
T . T, . )
= V=mx|—sin—-0 smO—2_[xsmxdx =
0

T
~ T T

SRR

2 — —
caci [xsinxdx =—xcosx|? + [cosxdx =sinx|? =
0 0
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