Structuri algebrice, grupuri, probleme bacalaureat Virgil-Mihail Zaharia

Grup

Fie G-nevida si *: GxG—G, (x,y)—>x*y, Vx,yeq.
Axiomele grupului:

G1. (x*y)*z = x*(y*z) Vx,y,z€ G (asociativitatea);

G2. 3 ee@G astfel incat x*e = e*x = x, Vxe G (e element neutru);
G3.V xeG Jx’eG astfel incat x’*x = x*x’ = e (x’ simetricul lui x);
daca G4. x*y = y*x, Vx,ye G grupul este comutativ (sau abelian).

Exemple

1. (Z,%), (Q,+), (R,+), (C,+) — grupuri comutative;

2. (R,,®) — grupul resturilor modulo n, comutativ;

3. (My(Z),+) — grupul matricilor patrate de ordin # cu elemente din Z;

4. (K, o) — grupul lui Klein (al simetriilor fata de sistemul de coordonate),
comutativ;

5. (o,, 0) — grupul simetric de grad n (al permutarilor de n elemente) nu este
comutativ;

Definitia 1. Fie (G,*) grup, HCG, H este subgrup dacia ¥V x,yeH = x*yeH §i ¥V xeH
= x’'eH (x’ este simetricul lui x in raport cu operatia *);

Fie grupurile (G, 1), (G,,A):

Definitia 2. f:G,— G, se numeste morfism de grupuri daca f(x_L1y)=f(x)A(y), Vx,yeG;.

Definitia 3. f:G,—>G, se numeste izomorfism_de grupuri dacd f este bijectivd si
S Ly)=f M), VxyeG.

Definitia 4. f:G1—>G, se numeste automorfism (endomorfism) al grupului G,, daca f
este un izomorfism (morfism).
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Caz general

Fie pe R operatia xey=axy-abx-aby+b(ab+1), ¥ x,yeR. Se cere:

1. Sa se arate ca, Vx,yeR xey=a(x-b)(y-b)+b;
2. Sase arate ca f:R— R, f(t)=a(t-b), este functie bijectiva care verifica totodata

Soxop)=fx)fy), Vx.yeR;
3. In cazul alegerii @ > 0 considerand H = (b;+ ), respectiv in cazul alegerii a< 0
considerand H =(- ;b), sa se arate ca, V x,yeH, are loc xeyeH;
4. In cazul alegerii a > 0 considerand H = (b;+ =), respectiv in cazul alegerii a< 0
considerand H =(- ;b), sd se arate ci f:H—R, ", f{t)=a(t-b), este izomorfism de la
(Ho)la (R ;0);
Sa se arate ca, Vx,yeR,arelocx cy=yox;
Sa se arate ca 3 x,yeQ\ Z 1incat xeyeZ;
Sa se arate ca 3 x,yeR\ Q 1incat xeyeZ,;
Sa se arate ca Vx,y,zeR, are loc (x° y)o z=xo (yo z);
Sa se arate ca decR incat, Vx €R, verificaxece=eox=Xx;

A

1
10.S4 se arate ca, Vx eR\{ b }, Ix'€R\{ b } incat xo x'= x'ox= —+ b;
a

11.1n cazul alegerii @ > 0, considerand H = (b;+ =), respectiv in cazul alegerii a<0,
considerand H=(- ;b), sa se determine ce fel de structura este (H, ©);

: 1
12.Sa se rezolve ecuatia x o (— + bj ox=a-A-B+C,xe(0,+=), unde 4="an"-b-c,
a

B="an"-b+c, C=ac*+b, ¥V ccZ,;
13.Sa se arate ca 30eR incat VxeR verificaxc0=0°x=0;
14.Sa se determine valoarea expresiei
E=(-"an")o(-"an"+1) o... o(-2) o(-1) c0 o1 o2 o.. o("an"-1) o ("an");
15.S4 se arate cd, Vx,y,z€R, xoyoz=a*(x-b)(y-b)(z-b)+b;
16.S4 se rezolve in R ecuatia ("an"x*-x+b)o(x*-"an"x+b)=b;
17.Sa se rezolve in R ecuatia (b-|b|[+d")o(loggx)e(b-1+C" »y,)=b, V dEN, d > 2,

18.Sd se arate cd Ao Ao..oAd=a""-(A—b)" +b, VneN, A fiind un numar real liber
%/—J

denori
ales, spre exemplu A = "an”;
19.S4a se determine cel mai mic numar neN* cu proprietatea
(b+1)o(b+2)o(b+3)e...on>"an";
20.S4 se rezolve in R ecuatia xoxoxoxex=a" -4>+b, A fiind un numar real liber ales, spre
exemplu A = "an”.

Rezolvare
1. Se verifica imediat, prin calcul direct:
xoy=a(x-b)(y-b)+b=a(xy-bx-by+b2 Y+b=axy-abx-aby+b(ab+1)
2. Justificarea bijectivitatii functiei f:R— R, f{t)=a(t-b), este imediata, ca functie de gradul
intai. Conform cu
xoy=a(x-b)(y-b)+b = xoy-b=a(x-b)(y-b)| ‘a = a(xey-b)=a(x-b)-a(y-b)
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este chiar cerinta, respectiv f{xey)=f(x)-f(y).

3. FiexeH = (x-b)>0 si ye H=(y-b)>0 si atunci (x-b)(y-b)>0, dar cum a este constanta
nenuld si de semn prestabilit, apartenenta a(x-b)(y-b)+b=xoycH este justificata.

4. Variatia functiei f :R—R, f(t)=a(t-b), studiata anterior, aratd imediat ca restrictia
f/:H — R, este bijectivd. Tot din datele anterioare, este evident ci H este parte stabili a
structurii (R;°) (item 3) si ca are loc proprietatea de morfism +(item 2), izomorfismul
fiind astfel demonstrat.

5. Comutativitatea este imediata

6. Luand xoy=a(x-b)(y-b)+b si alegand x—b=§ si y-b= %, deoarece beZ, evident x,yc Q\Z si

xoy=a+beZ.
7. Pe aceeasi idee, alegand x-b= V2-1 s1 y-b= V2 +1, se va obtine x,ycR\Q s1 xoy=a+beZ.

eqe v,

8. Asociativitatea se demonstreaza prin calcul

9. Din xoy=a(x-b)(y-b)+b si xce=x conduce la a(x-b)(e-b)+b=x din care se obtine e = ! +b
a

. 1 1 A
10.Dubla egalitate xox'=x'o x=— + b se reduce de fapt la xo x'=—+ b care se exprima in forma
a a

a(x-b)(x'-b)+b= 1 + b, obtinand x'=5bH+ 2;
a a (x — b)
justificand afirmatia din item 10.
11.Structura (H;°) se dovedeste grup comutativ, verificarea proprietatilor fiind asigurata de
concluzii anterioare.

care este Tn mod evident din R\{b},

12.Cum e=l+b, xo(l+bjox=a-A-B+C devine xox=a-A-B+C, adica a(x-
a a

b)*+b=a-("an"-b-c)x("an"-b+c)+ac’*+b. Observand diferenta de patrate, din a(x-
b)’=a:[("an"-b)*-c*]+ac’ se obtine (x-b)*=("an"-b)’ si in final x="an", in conditia alegerii
evidente 2b-"an"<0<"an"-b.

13.Din xoy=a(x-b)(y-b)+b se observa g=b cu proprietatea mentionata, x°0=0°x=0.

14.Cum &=b se regaseste printre ,,factorii” ce compun expresia £ , raspunsul la este E=6=b.

15.Se obtine prin calcul folosind xey=a(x-b)(y-b)+b.

16.Ecuatia ("an"x*-x+b)o(x*-"an"x+b)=b devine ("an"x*-x)(x*-"an"x)=0 si raspunsul va fi

1
.M ",
x€<0;"an -
an

17.Ecuatia devine (d'-|b| )(loggx-b )(C,,xan,, - 1) =0, deci x € {logd ‘b

18.Izomorfismul conduce imediat la x, o x, o...ox, =a"" -H(xk —b)+b si astfel identitatea
k=1

;db;O;"an"}.

AoAo..od=a""(A-b)" +beste evidenta.
%\r—/

de n ori
19. (b+1)o(b+2)o(b + 3)e...on=a"""+(n-b)!+b si astfel se determina imediat raspunsul.
20. xoxoxoxox=a'(x-b)’+b si a*(x-b)’+b =a’ -A*+b solutia x=A+b.
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Probleme rezolvate

1. Pe multimea numerelor reale definim operatia x e y =xy + 4x + 4y +12 .
a) Sa se verifice cax o y = (x + 4)( y + 4) — 4 pentru orice x, yeR .
b) Sa se calculeze x ° (—4) , unde x este numar real.
¢) Stiind ca operatia ,,° ” este asociativa, sa se calculeze (—2009) o (—2008) o... © 2008 °
2009 .

R. a) Se verificd prin calcul direct:
(x+4)(y+4)—4=xytdx +4y+ 16-12=xy +4x + 4y +12=x°y.
b) x o (—4) = (x+4)( —4 + 4) 4= (x+4)-0 4 =—4, vxeR.
¢) (—2009)  (—2008) -... » 2008 » 2009=
din

punctul

b)

=(=2009) o (=2008) o...0(=5) o(—4) o(=3) o.. o 2008 o 2009 = —4.

2. Pe multimea numerelor reale definim operatia x °c y = 2xy — 6x — 6y + 21.
a) Sasearatecax°y=2(x—3)(y—3)+ 3, pentru orice x, ycR.
b) Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia x o x =11.
¢) Stiind ca operatia ,, ° ” este asociativa, sa se calculeze 1o V2 03 6...04/2009 .

R. a) Prin calcul direct obtinem 2(x — 3)( y — 3) + 3 =2(xy — 3x — 3y +9)+3=
2xy— 6x— 6y+9+3=2x)y— 6x— 6)+12=x°y.
b)xox=11= 2(x-3)(x—3)+3=11= 2(x-3)’=8= (x—3)=4= x—3=£2. §={1, 5}.
¢) Calculim x 3 =2(x — 3)( 3 — 3) + 3 =2(x — 3)-0 + 3=3, oricare ar fi xeR. In
termenii compunerii 1o V2 04/30...04/2009 existd V9 =3 si din calculul precedent
rezultatul calculului este 3.

3. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie x e y =xy —2(x + ) + 6.
a) Sasearatecaxey=(x—2)(y—2)+2,oricare ar fi x, yeR..
b) Sa se demonstreze ca x 2 =2, oricare ar fi xeR .
¢) Stiind ca legea de compozitie ,,°> ” este asociativa, sd se calculeze valoarea expresiel
E=(-2009) > (—2008) °...c(=1) c 0 °1o 2 2...2 2009 .

R. a) Prin calcul direct (x—2)(y —2)+2=xy —2x—2y+4 —2=xy—2x — 2y + 2 =x°y.
b)xe2=(x—-2)(2-2)+2=(x—2)0+2=2, oricare ar fi xeR.
¢) E= (-2009) o (—2008) o...0 (1) o 0 o]lo 2 o...o 2009=2 conform

=2
—_—
=2

=2
punctului b).
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1 0
4. Se considerd multimea G = {4,| x€Z} , unde matricea 4 =| 0 1
x 0

a) Sa se verifice cd A, 4, = A, unde x, yeZ .

b) Stiind ca multimea G Tmpreuna cu operatia de inmultire a matricelor formeaza o
structurad de grup, sa se determine elementul neutru al grupului (G,') .

¢) Sa se arate cd functia f: Z—G, f(x) = 4, este morfism intre grupurile (Z,+) si (G,").

1 0 0\(1 O O 1 0 0
R.a)4.-4 =0 1 0110 1 O0|= 0 1 0)|=4,,
x 0 1){y 0 1 x+y 0 1
b) Element neutru este 4., eeZ s1 A;A, = A, > xte=x = e=0s1
1 00
4=/0 1 0|=1,.
0 0 1

¢) O functie f: G;— G, este morfism daca f'(x + y) =f(x) + £ (y), Vx,yeG,. Calculam

punctul

a)
f(x+y):A(x+y) = A(x)+A(y):f(x)+f(y), v x,y€Z s1 f este izomorfism de
laZlaG.

5. Pe mulfimea numerelor reale se considera legea de compozitie xc y=(x—4)(y—4)+4.
a) Sa se determine elementul neutru al legii de compozitie.
b) Sa se rezolve In multimea numerelor reale ecuatiax° xox=x.
¢) Sa se determine doud numere a,bcQ \ Z astfel incat a - beN.

R. a) Elementul neutru: exista ecR astfel incat oricare ar fi xéR sa avem: x° e = e °x = x.
xee=(x—4)(e—-4dHt+td=>x—4(e—4H+td=x=>x—"4)(e—-4)=x4=>e—-4=1
= e=3.
b)xe xex=(x-4)yx—-4)rx—-4)+4=(x-4 +4=>(x-4y +4=x
= (x—4)—(x—4)=0 = (x—4) [(x—4)’—1]=0 = x; = 05i (x —4)’—1=0= (x—4)’= 1
=>x—4==+1=x,=3six3=5.

0)a,beQ\Z = a =ﬂ, b :E,cu mn,p,g e N,n=0,p=0,n=1,p ;tl,(m,n):l,(p,q)zl
n q

si calculam aob:(ﬂ—4j££—4)+4:m_4n-p_4q+4. Cum « ° beN atunci
n q n q

m—-4n p-4 j

. .pq qu:>q/(m—4n) n (p— Q).Luémvaloripentrunsiq,n=3si
g=5,atunci 5/(m—-43)=>m=17s13/(p—45) = p=23. Obtinem
a—1—7sib—2 i

3 5 - lar
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17 23 17-12 23-20 53
ob=|——-4|| ——4 |+4= . +4=—-—4+4=1+4=5eN.
a (3 J(S j 3 5 35 € IN. Obs. Se

pot lua si alte valori pentru 7 si g.

6. Pe multimea numerelor reale se consideri legea de compozitie x © y =3/x° +1° —1.

a) Sa se demonstreze ca x ° (—x) = —1, oricare ar fi x real.
b) Sa se arate ca legea de compozitie ,,° ’este asociativa.
¢) Sa se calculeze (—4) ° (—3) °..c 32 4.

R. a) xo(—x) ={/x3+(—x)3—1=\3/x3—x3— =3-1=-1, vxeR.

b) Asociativitatea: x ° (y °z) = (x° y) ° z, Vx,),z€R.

Calculam xo(yoz):xo\3/y3+z3—1:i/x3+(\3/y3+z3—1)—1=3/x3+y3+z3—2 si
(xoy)oz:%/x3+y3—1oz:i/(%/x3+y3—1)3+z3—1=3/x3+y3—1+z3—1=

={/x3 +y +2° -2

cei doi termeni sunt egali si legea de compozitie este asociativa.

¢) (4)°(3)e..e3°4=(—4)°(-3)°(-2)°(-1)20°1°2°3°4sidin punctul a)
obtinem

(4) 045 (3) 230 (2) 225 (<) o 150 = (1)o(-1)o(-1)o(-1)-0=
= =i 3 3

=¥—_30%/—_3o0:i/(ﬂ)3+(ﬂ—_3)3—1o0:ﬁoo:i/(ﬁ)3+o3—1:ﬂ:—2.

__1 o

7. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x c y=xy + 7(x +y) + 42 .
a) Sa se calculeze 2 o (—2).
b) Sa se verifice cax ey = (x+ 7)(y+ 7) — 7, oricare ar fi x, yeR .
¢) Stiind ca legea de compozitie ,,° ” este asociativa, sa se rezolve in multimea numerelor
reale ecuatiaxecxecx=x.

R.a) 2o (—2) =2 (-2) + 7(2-2) + 42 = —4+0+42 = 38.
D) (x+7)(y+T7)—T=xy+7y+Ix+49—T=xy +7y +7x +42 =x > y, V x,yeR.
¢) Calculimx o x o x=[(x + 7)* -7] e x = [(x + 7)* =7T+7](x + 7) =7=(x + 7)* =7 si
ecuatiava fi: x+ 7’ -7=x = x+ 7’ —x+7)=0 = x+N[(x+7)*—-1]=0 =
x+7)=0si(x+7)’—-1=0,x,= —7si(x+7V’=1=x+7=lsaux+7=—1=
Xy = —6 Sl X3 = —8.

8. Se considerd multimea M = [k;+o0) c R, k €R si operatiax * y=xy —k(x + y) + k> + k,
oricare ar fi x, yeR.

a) Sa se determine k€R astfel incat2 * 3 =2 .

b) Pentru k= 2 sa se rezolve in M ecuatiax * x =6 .

¢) Sa se demonstreze ca pentru orice x, ye M , rezulta ca x * yeM.
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R.a)2%3=23—kQ+3)+K+k=6—-5k+K+k=k—4k+6 > K —4k+6=2 =
K—4k+4=0= (k—2)=0= k=2.

b)x*y=x-2x+))+6=>x—4x+6=6=>x"—4x=0 = x(x—4)=0= x; =0si

X2:4.
c)
x>2k=>x-k2>20
M
nLyeM= ka:>y—k20(-)

(x=k)(y=k)20=>xy—k(x+y)+ k> 20 +k=
:>xy—k(x+y)+k2+k2k:>x*yeM,‘v’x,yeM.

a 0 a
9. Se considerd multimea M =1 A4(a)={0 0 0|aeR}.

a 0 a

a) Sa se verifice daca A(a) * A(b) = A(2ab) , oricare ar fi numerele reale a si b.
1 : : :
b) Sa se arate ca A[Ej este element neutru fatd de operatia de inmultire a matricelor

pe M.

¢) Sa se determine simetricul elementului A(1)eM in raport cu operatia de inmultire a
matricelor pe multimea M.

a 0 a b 0 b
R. a) A(a): 0 0 O0faeR A(b): b e R si calculam A(a) - A(b):
a 0 a b 0 b
a 0 a)(b 0 b ab+ab 0 ab+ab
A(a)-A(b)=|0 0 0|l0 0 o= 0o 0 o0 |=
a 0 a)\b 0 b ab+ab 0 ab+ab
2ab 0 2ab
| 0 0 0 |=A(2ab)
2ab 0 2ab
punctul
b) Calculim A(a)-A(%j ! A(2-a-%j:A(a) si atunci A(%) este element
neutru.
1 0 1
¢) A(1)=[0 0 0| sielementul simetric este inversa matricei 4" (1) si trebuie sa
1 0 1

avem A(1) 47(1) = AGJ. Notim A7'(1) = A(e), ecR = A(1) A(e) = A2 1- e) =
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A2e) si AQ2e)= AG), se obtine 2e = % —e= i . Obtinem 47'(1) = AGJ .

10. Pe multimea numerelor intregi se definesc legile de compozitie x * y =x +y — 3 si
xey=((x—-3)(y—3)+3.
a) Sa se rezolve in multimea numerelor intregi ecuatia x ° x = x * x .
b) Sa se determine numarul intreg a care are proprietatea ca x° a=3, oricare ar fi
numarul intreg x .

*(y+1)=4
* (y 1) 5,undex,y€Z.

¢) Sa se rezolve sistemul de ecuatii
(x=¥)°

R.a) x °x = (x—3)* +3 si x * x =2x — 3, obtinem ecuatia: (x —3)* +3=2x-3 =
x* — 8x + 15 = 0 care are solutiile x, = 3 si x, = 5, numere intregi.
b) xa=3 = (x—3)(a—3)+3=3 = (x—3)(a—3)=0pentru a =3 si oricare ar fi

xeZ.
c)
x*(y+1):4 x+y+1-3=4 x+y=6
= = =
(x—y)01:5 (x—y—3)(1—3)+3=5 —2x+2y+6+3=35

xX+y=6 X+y=6
& <
—2x+2y=—4‘:2 —x+y=-2
/| 2y=4=y=2,x=4
si solutia este perechea (4;2).

11. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie x*y=xy—5(x+y)+30.
a) Sa se demonstreze ca x*)y=(x—5)(y—5)+5, oricare ar fi x,yeR.
b) Sa se determine elementul neutru al legii de compozitie ,,*”.

¢) Stiind ca legea de compozitie ,,*” este asociativa, sa se rezolve in multimea numerelor
reale ecuatia x*x*x=x.

R. a) (x—5)(y—5)+5 =xpy —5y—5x +25+5=xpy —5(x+y) +30 = x*y.
b) e €R este element neutru daca x*e = x, oricare ar fi x eR. Atunci (x—5)(e—5)+5=x=
(x=5)(e=5) (x—5)=0 = (x—5)(e—6) = 0 = e = 6€R. Acelasi element neutru se obtine si
pentru e*x=x.

¢) x#x#x=|(x=5)+5|xx=| (x=5) +5-5|(x=5)+5=(x=5) +5. Ecuatia va
fir (x=5)" +5=x=(x=5) = (x=5)=0= (x=5)| (x~5) ~1|=0= x~5=0,x,=5
si (x—=5) ~1=0=(x—5) =1=x—-5=+1=x, =6, x, = 4. Solutii {4,5,6}.

12. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie
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x#y=(x=2)(y-+2)++2.

a) Sa se rezolve ecuatia x*x=x, unde x € R.
b) Sa se demonstreze ca legea de compozitie ,,*” este asociativa.
¢) Sa se determine elementul neutru al legii de compozitie ,,*”.

R. a) x*x:(x—\/i)(x—\/z)wtx/iz(x—\/i)z+\/§ si se obtine ecuatia:
(x—\/z)z+\/§:x:>(x—\/§)2—(x—ﬁ):0:>(x—\/§)(x—\/§—l):0 cu solutiile
v=V2 n=v

b) Asociativitatea: x#(y#2)=( %)%z, Vx,,zeR. Calculim fiecare termen:
X*(y*Z)=X*[(y—\/§)(z—x/§)+x/ﬂ=(x—\/§)[(y—x/§)(z—x/§)+x/§—\/§}+
7 =(x-2)(y-V2)(z-3) 2
(X*J’)*Z:[(X—\/E)(y—\/z)+\/§}*z=[(x—\/§)(y—\/§)+\/§—\/§J(Z—\/§)+
7 =(x-2)(y-V2)(z-3) + 2

Cei doi termeni sunt egali si legea de compozitie este asociativa.

¢) Elementul neutru: JecR astfel incat VxeR sa avem: x*e = e*x =x. Trebuie
determinat e din egalitatea: x*e = x, deoarece legea de compozitie este evident
comutativa.

(v-2)[e~v2) +7 = (13 (e 32) - (x-42) =0
:(x—ﬁ)(e—\/z—l):0:>e—\/i—1:O:>e:\/§+leR

este element neutru.

13. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x*y=x+y+m, unde m este
numar real.

a) Sa se arate ca legea de compozitie "*" este asociativa.

b) Sa se determine m astfel incat e = —6 sa fie elementul neutru al legii "*".

¢) Sa se determine m astfel incat (\/—_3) * (\/3) x+m*3=32.

R. a) asociativitatea: x*(y*z) = (x*y)*z , Vx,1,z € R. Calculam fiecare termen:
x*(y*z) = x*(ytz+m) = x+(y+z+m)+m = x+y+z+2m
si (xkp)*z= (x+y+m)*z = (x+y+m )+z +m = x+y+z+2m, cei doi termeni sunt egali i
asociativitatea este demonstrata.
b) Elementul neutru: x*e=e*x=x, vx € R. Legea de compozitie este evident
comutativa si atunci ajunge x*e =x = x—6 +m=x = m=06.
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)(—ﬁ)*(—ﬁ)*m*ﬁ{(—ﬁ)*ﬂ*(—ﬁ)*m==(75;75+m)*
*(m—\/i+m)=m*(2m—\/§)=m+2m—\/§+m=4m—\/§
si se obtine: 4m—~2=3V2=4m=42 s m=A/2.

14. Pe multimea numerelor reale, se considera legea de compozitie definita prin
xey=xy—x—y+2 .
a) Sa se arate ca legea

“O 2

este asociativa.

b) Sa se arate ca, pentru oricare x,y<(1,+00), rezultd cd xeye (1,+00).

¢) Sa se determine a€R cu proprietatea ca xea=a, oricare ar fi xeR.

R. a) asociativitatea: x*(y*z) = (x*y)*z, Vx,),z € R. Calculam fiecare termen:
x*(y*z) = x*¥(yz—y—z+2) = x(yz—y—z+2)—x—(yz—y—z+2)+2 =
= Xyz—Xy—xz+2x—x—yzty+tz—2+2=xyz—xy—xz—yztx+y+tz.
$i (xxy)rz= (xy—x—y+2)*z = (xy=x—y+2)z—(xy—x—y+2) —z +2=
=xyz—xz—yz+2z—xytx+y—2—z+2= xyz—xy—xz—yz+x+y+z, cei doi termeni sunt egali si
asociativitatea este demonstrata.

1= x—1>0
b)Vx,ye(1,+oo):>{x> T S (x-1)(y-1)> 0=

—
y>1=y-1>0
:>xy—x—y+1>O‘+1:>xy—x—y+2>1:>x*ye(1,+oo).

c) x*a=a:>xa—x—a+2=a:>xa—2a=x—2:>a(x—2)=x—2:>a=1.

15. Pe multimea R se considera legea de compozitie x*y=2xy—x—y+1.
a) Sa se arate ca x*y=xy+(1—x)(1—y), oricare ar fi x,yeR.

b) Sa se arate ca legea de compozitie ,,*” este asociativa.
¢) Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia x* (1—x)=0.

R. a) xy+(1—x)(1—y)=xy+1—x—y+txy=2xy—x—p+1=x*y, x,yeER

b) asociativitatea: x*(y*z) = (x*y)*z , Vx,),z € R. Calculam fiecare termen:

x*(y*z) =x*[2yz —y—z+1]=2x[2yz —y—z+1] —x—[2yz —y—z+1]+1=
=4xyz=2xy—2xz+2x—x—2yztytz—1+1=4xyz-2(xy+xz+yz)tx+y+z.

si (xxy)xz=[2xy—x—y+1] *z=2[2xy—x—y+1]z—[2xy—x—y+1] —z+1=
=Axyz—2xz—2yz+2z-2xy+x+y—1—z+1=4xyz—2(xz+yz+xy)+x+y+z, cei doi termeni
sunt egali si asociativitatea este demonstrata.
¢) x* (1-x)=0=x(1—-x)(1-x)[ 1=(1—x)]=0=> x*(1—x)*=0=>x,=0 si x,=1.

16. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x*y=—xy+2x+2y—2.
a) Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia x*4=10.

b) Sa se determine a€R astfel incat x*a=a*x=a, oricare ar fi xeR.

10
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1 2 4018
2009 2009 2009

¢) Stiind ca legea ,,*” este asociativa, sa se calculeze

R. a) x¥4=10=—-4x+2x+2-4-2=10=—"2x=4=x="2.

b) x*a=a=—xa+2x+2a—2=a=—xata=—2x+2=a(—x+1)=2(—x+1) =a=2€cR.

1 2 4018 1 2 4017 4018 :
€) — sk ——* % = * ., % * =2 conform punctului
2009 2009 2009 2009 2009 2009 2009
=2 =2
=2
precedent.

Probleme propuse

17. Pe multimea Z se considera legile de compozitie x Ly=x+y+1 , xey=ax+by—1, cu a,b€Z si
functia f (x)=x+2, [ Z—Z,
a) Sa se demonstreze ca xL (—1)=(—1) 1lx=x, oricare ar fi x€Z .

b) Sa se determine a,b€Z pentru care legea de compozitie ,, ° ” este asociativa.

¢) Daca a=b=1 sa se arate ca functia f este morfism intre grupurile (Z, 1) si (Z,°).

18. Se considerd mulfimea G= {a+b\/§ | a,beZ, a®—2b7=1}.

a) Sa se verifice ca 3+24/2€G .

b) Sa se demonstreze ca x'yeG, pentru vV x, yeG .

¢) Sa se arate ca orice element din multimea G are invers in G in raport cu inmultirea
numerelor reale.

19. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie xoy=2"".
a) Sa se calculeze 2008 o(—2008).
b) Si se rezolve in R ecuatia xox” = 64 .
¢) Sa se demonstreze ca nu exista x,y,z€ R pentru care (xoy)oz= 2",

20. Pe multimea R se defineste legea de compozitie x * y =3/x’ + )’ .

a) Sa se calculeze x*0.
b) Sa se demonstreze ca legea ,,*” este asociativa.
¢) Stiind ca x,€Q s1 x,=xy*x,-1, oricare ar fi neN* , sa se arate ca x*€Q.

21. Se considerd multimea G=(2,%0) si operatia xey=xy—2(x+y)+6, v x,y€G.
a) Sa se arate ca xoy=(x—2)(y—2)+2, vx,yeG .
b) Sa se demonstreze ca x oyeG, pentru V x,yeG.
¢) Sa se afle elementele simetrizabile ale multimii G in raport cu legea

"O"-

22. Se considerd multimea G=(0,00)\{1} si operatia xoy=x""", v x,y€G.
a) Sa se determine multimea solutiilor reale ale ecuatiei xee = 1, unde e este baza
logaritmului natural.
b) Sa se demonstreze cd x°yeG , pentru V x,yeG.
11
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¢) Sa se arate ca operatia ,,o” este asociativa pe multimea G.

23. Pe mulfimea numerelor reale se considera legea de compozitie
x*y=2xy—6x—6y+21, pentru orice x,ycR.
a) Sa se arate ca x*y=2(x—3)(y—3)+3 pentru orice x,yeR.
b) Sa se rezolve in R ecuatia Sx*5x=11.
¢) Sa se determine elementele simetrizabile in raport cu legea "*".

24. Fie multimea G={a+b~3 | a,beZ, >-3b>=1}.
a) Sa se verifice daca 0 si 1 apartin multimii G.
b) Sa se demonstreze ca pentru orice x, yeG avem x-yeG .

< < 1« 1
¢) Sa se arate ca daca xeG, atunci —eG.
X

25. Pe R se considera legea de compozitie asociativa xey=x+y+1.
a) Sa se calculeze 200722008.
b) Si se rezolve in R inecuatia xox” < 3.

¢) Fie multimea A={neN'| n>2si C’oC!oC>=n+6}.Si se determine numarul

elementelor multimii 4 .

X+Yy

26. Se considerda multimea G=(—1,1) si legea de compozitie x* y = Tty

vx, yeG .
a) Sa se rezolve in G ecuatia x*x=§.
(x+1)(y+1)—(x—l)(y—1)

(x+1)(y+1)+(x—1)(y—1)
¢) Sa se arate cd pentru oricare x, yeG rezulta ca x*yeG.

b) Sa se verifice egalitatea x * y = , Vx, yeG.

27. Pe multimea numerelor reale definim legea de compozitie xey=xy+3x+3y+6,
v x,yeR.
a) Sa se arate ca xoy=(x+3)(y+3)—3,Vvx,yeR.
b) Sa se determine elementul neutru, stiind ca legea de compozitie ,,°” este asociativa
si comutativa.
¢) Sé se determine neN, n>2 astfel incatC> o C2 =13 .

28. Pe multimea numerelor intregi definim legile de compozitie x*y=x+y—3 si
xoy=xy—3(x+y)+12 .
a) Sa se rezolve in Z ecuatia xex=12.
b) Sa se arate ca 10(2*3)=(12)*(1< 3).

(x — 3) *y=2

¢) Sa se rezolve in mulfimea ZXZ sistemul .
(x — y) 04 =10

29. Pe mulfimea numerelor intregi se defineste legea de compozitiexey=x+y+11.

12
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a) Sa se arate ca legea de compozitie ,,o” este asociativa.
b) Sa se rezolve ecuatia xoxo...ox=1.

de 6 ori x

¢) Sa se demonstreze ca (Z,°) este grup comutativ.

30. Pe multimea numerelor reale R se considera legea de compozitie xey=xy—2(x+y)+6.
a) Sa se verifice ca xoy=(x—2)(y—2)+2, Vx,yeR.
b) Sa se demonstreze ca x°2=2 oricare ar fi xeR.

¢) Stiind ca legea de compozitie ,,o” este asociativa, sa se calculeze expresia
E=(—2008)°(=2007)°...o(=1)°001020 ... 2008 .

xX+y
1+xy

31. Pe multimea G=(—1,1) se considera legea de compozitie x* y =

Fie functia £i(-1,1)—>(0.,4), f(x) ::_x
x

a) Sa se calculeze 1 o l
2 2

b) Sa se verifice ca fix*y)=Ax)*y), V x,yeq.
¢) Sa se demonstreze ca legea "*" este asociativa.

32. Pe multimea R se defineste legea de compozitie xoy=xy—10(x+y)+110.
a) Sa se verifice ca xoy=(x—10)(y—10)+10 , oricare ar fi x,yeR.
b) Si se calculeze C,, © C),
¢) Sa se rezolve ecuatia xo(x—1)=10 , unde xeR.

33. Se considera multimea G = {Ax

1 0
xXe Z} , unde matricea 4 =| 0 1
x 0

a) Sa se verifice ca A, A,= A,+,, unde x,yeZ.
b) Sa se determine elementul neutru din grupul (G,").
¢) Sa se demonstreze ca functia f:Z—G, f(x)=A, este morfism de grupuri.

34. Pe multimea numerelor reale R se considera legea de compozitie definita astfel
x*y=xy—x—y+2.
a) Sa se demonstreze ca x*y=(x—1)(y—1)+1, oricare ar fi x,yeR.
b) Sa se demonstreze ca legea ,,*” este asociativa.

V2, 2008
S .

¢) Sa se calculeze —
2 2

35. Se defineste pe mulfimea numerelor reale legea de compozitie asociativa
x*y=xy—6x—6y+42, pentru orice x,ycR .
a) Sa se arate ca x*y=(x—6)(y—6)+6, oricare ar fi x,ycR.
b) Sa se rezolve in R ecuatia x * x * x * x=x.
¢) Sa se calculeze 1* 2 * 3 * ... * 2008.

36. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie

13
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37

38.

39.

40.

41.

42.

x*y=xy— /2008 (x+y)+2008++/2008 , oricare ar fi x,yeR.

a) Sa se arate ca x*y=(x—~/2008 )(y— J2008 )+ V2008 , oricare ar fi x,yeR.
b) Sa se determine elementul neutru al legii de compozitie ,,*” pe multimea R.
¢) Stiind ca legea de compozitie ,,*” este asociativa, sa se calculeze

(—+/2008 ) * (—+/2007 ) * ...* 0 *..* (/2007 ) * (/2008 ).

. Pe Z se defineste legea de compozitie asociativa x*y=3xy+7x+7y+14.

a) Sa se determine elementul neutru al legii "*" .
< N : 7
b) Sa se rezolve in R inecuatia x*xs—g.
¢) Sa se determine elementele simetrizabile in raport cu legea ,,*”.

Pe R se defineste legea de compozitie prin x°y=3xy+3x+3y+2,oricare ar fi
numerele reale x 1y .
a) Sa se verifice ca xoy=3(x+1)(y+1)—1, oricare ar fi x,yeR.
b) Si se determine perechile (x,y)eRxR pentru care (x’—5)°()*—10)=—1.
¢) Sa se determine douad numere a,bcQ—Z, astfel incat acheN.

Pe multimea Z se definesc legile de compozitiex*y=x+y+2 si respectiv
xoy=xy+2x+2y+2.
a) Sa se demonstreze ca xoy=(x+2)(y+2)—2.

b) Sa se determine elementele neutre ale fiecareia dintre cele doud legi de compozitie.

2 2
3 : X" xyt =7
¢) Sa se rezolve sistemul , .
x oy =16
Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie x°y=2xy—8x—8y+36.
a) Sa se demonstreze ca x°y=2(x—4)(y—4)+4, oricare ar fi x,ycR.
b) Sa se rezolve ecuatia xox= 36 .

¢) Stiind ca operatia ,, © ” este asociativa sa se calculeze J10+/26...04/2008 .

Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie prin
x*y=3xy+3x+3y+2.
a) Sa se demonstreze ca x*y=3(x+1)(y+1)—1, oricare ar fi x,yeR.
b) Si se determine perechile (x,y)eRxR pentru care (x*—2)*(*—5)=—1.
¢) Stiind ca legea de compozitie este asociativa sa se calculeze
(—2008)*(—2007)*...%(—=1)*0*1*...#2007*2008 .

Pe R definim legile de compozitie xoy=x+y+3 si x*y=xy—3(x+y)+12.
a) Sa se verifice ca x*y=(x—3)(y—3)+3, oricare ar fi x,yeR .
b) Sa se rezolve in R ecuatia (xo(x+1))+(x*(x+1))=11.

xo(y—1)=0

, X,yER.
(x+1)*y=x*(y+1) Y

¢) Sa se rezolve sistemul de ecuatii {
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