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Polinoame

Forma algebrica a unui polinom

feC[X] este f= a,X" + 1 X+ a0 X+ ..+ ag, unde 7 este gradul, a, — coeficientul dominant,
ao — termenul liber.

Functia polinomiald asociata lui fe C[.X] este f :C—>C f () =fla), VaeC; fla) fiind
valoarea polinomului f1n .

Teorema impartirii cu rest. Vf,geC[X], g#0 existd polinoamele unice g,r€ C[X] astfel incat
f=gq+r gradr<gradg.

Impairtirea unui polinom cu X-a: Restul impartirii polinomului fe C[X], /0 la X-a este f{a).

Schema lui Horner: ne ajuta sa aflam catul g = by X 4 b, X"+ ..+ b al impartirii
polinomului /= a,X" + 1 X+ a0 X2 + ...+ apla binomul X-a; precum si restul acestei
impartiri » = f(a);

a ‘ an ‘ e | aq ‘ ap
a ‘ b, = a, ‘ b,.1 = ab,ta, ‘ | by = abyta; ‘ r=fla)y=ab+ay

Divizibilitatea polinoamelor

Definitia 1.Fie f,ge C[X], spunem ca g divide pe f si notam g/ f daca Iqe C|x] astfel incat f=gq.
Proprietati:

1. al/f,VaeC*, VfeCl[X];

2. g/fsif£0 < r=0;

3. g/fsif#0 = grad f> grad g;
4. aeC*=af/f,

5. f f(refelexivitate);

6.

flgsig/ h=f/h (tranzitivitate);
7. flgsig/f= 3 aeC* cuf=ag (f.,g sunt asociate in divizibilitate).
Definitia2. Un polinom d se numeste cel mai mare divizor comun (c.m.m.d.c.) al polinoamelor fsi
g daca: )d/fsid/g.
2)d’/fsid’ | g =d’/dsinotam d=(f,g)
Definitia 3. Daca d=I atunci f'si g se numesc prime intre ele.
Definitia 4. Un polinom m se numeste cel mai mic multiplu comun (c.m.m.m.c.) al polinoamelor f
si g daca: ) f/msig/m.
D) f/im'sig/m’=m/m’
f-g

Teorema. Daca d=(f,g) atunci m = —

Radacinile polinoamelor

Definitia 1. Numarul aeC se numeste rdaddcind a polinomului f/'daca si numai daca f ()=0.

Teorema lui Bezout: Numarul aeC este radacind a polinomului f~£0<(X-a) / f.

Definitia 2. Numarul « se numeste rdaddcind multipld de ordinul p a polinomului #0 daca si
numai dacd (X-a) / fiar (X-a)’" nu divide pe f.

Teorema: Dacd fe C[.X] este un polinom de gradul # si x;,x2,x3,...,x, sunt radacinile lui cu ordinele

de multiplicitate mj,msms,...,m, atunci f =a, (X —x))" (X —x,)™ ..(X —x,)™ unde a, este
coeficientul dominant al lui f; iar m; + m, + ... + m, = grad f.
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Ecuatii algebrice
Definitia 1. O ecuatie de forma f{x) = 0 unde f#0 este un polinom, se numeste ecuatie

algebricd.
Teorema Iui Abel-Ruffini: Ecuatiile algebrice de grad mai mare decat patru nu se pot

rezolva prin radicali.
Teorema lui D’Alambert-Gauss: Orice ecuatie algebrica de grad mai mare sau egal cu unu,

are cel putin o radacina (complexa).
Formulele lui Viéte: Daca numerele x;,x,,...,x, sunt radacinile polinomului feC[x],
f=a X"+ ap X + ..+ ay,, a,#0 atunci:

a, _
X|+xy +.+x, ==L
an
_ A2
X1 Xy + ...+ XX, T XpX3 + .+ Xy 1 X, =
an
X _ 93
1X2X3 + X[ XpXq + ...+ Xy 02Xy, 11X, =
an

n

Polinoame cu coeficienti din R, Q, Z
Teorema: Daci feR[X], f= a,X" + an__l)(”'1 + ...+ ap, a0 admite pe a=a + ib, b0 ca
radacina, atunci el admite ca radacind si pe a=a —ib, iar asi « au acelasi ordin, de mutiplicitate.
Teorema: Daca un polinom feQ[X] admite pe a=a + b Jd (a,b€Q, b#0, deR\Q) ca

radacind, atunci el admite si pe a=a-bJd ,iar asi aau acelasi ordin, de mutiplicitate.

Teorema: Daca un polinom feZ[X], grad f>1, admite o radacind o = 2 €Q, (p,q) = 1 atunci
q

plaosiq/ ay.
In particular daci fe Z[X] are ridicina a=peZ atunci p / ay.
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Probleme propuse bacalaureat

1. Se considera polinoamele cu coeficienti reali /=X *+ aX > — 28X + bX + 96 si
g=X’+2X-24.
a) Si se scrie forma algebrica a polinomului = (X +2X —24)(X* - 4) .
b) Si se determine a,b¢R astfel incat polinoamele f'si i = (X + 2X — 24)(X * — 4) si fie egale.
¢) Sa se rezolve in R ecuatia 16" +2:8* —28- 4" 8- 2" +96=0.
2. Fie polinoamele f = X3 +ax?+x+1 sig=X +3 din inelul 75[X].
a) Sa se determine acZs , astfel incat polinomul f'sa fie divizibil cu polinomul g.
b) Pentru a =1, sd se arate caf= (X+i)(X2+i) .
¢) Pentru a = 1, sa se rezolve in inelul (Zs ,+,’) ecuatia f (x) =0.
3. Se considera polinoamele f, g €Zs[X], f = <§a + fab)Xz +2X +2a+3b si

g:QX2 +2X +3a+2b.
a) Sa se determine a,b€Zs , astfel incat cele doud polinoame sa fie egale.
b) Pentrua = b =2 , sa se calculeze in Zs sumaf(f))+f(i)+f(§)+f(§)+f(21).
¢)Pentrua=>5= 2, sa se rezolve in Zs ecuatia f'(x) =0 .
4. Se considera polinoamele /= (X +1)*°"® + (X —1)**® si g = X +1 . Polinomul f are forma
algebrica f= azoogX2008 + a2007X2007 +.+a X+ ay,cuag,ai,....axos ER.
a) Sa se determine ay .
b) Sa se calculeze restul impartirii polinomului fla polinomul g .
¢) Sa se calculeze suma coeficientilor polinomului f.
5. Se considerd polinoamele /', g eR[X ], f=(X -1+ (X -2)""sig=X>-3X+2.
a) Sa se descompuna polinomul g in produs de factori ireductibili in R[X ] .
b) Sé se demonstreze cd polinomul fnu este divizibil cu polinomul g.
¢) Sa se determine restul impartirii polinomului fla polinomul g.
6. Se considerd polinomul f=X*+ mX? + n, unde m,n€R. Radicinile polinomului sunt
X1, X2, X3, X4 .
a) Sa se determine m.neR stiind ca polinomul f'admite radacinile x; = 0 i x, =1.
b) Sa se determine meR astfel incat radacinile polinomului sa verifice relatia
x12 +x% +x% +x2 =2.
¢) Pentru m =1 si n =1 sa se descompuna polinomul f in produs de factori ireductibili in R[.X].
7. Se consideri polinoamele cu coeficienti rationali /=X * + aX > + bX? - 5X + 6 si
g=X’+X-2.
a) Sa se determine a,hcQ, astfel incat polinomul f'sa fie divizibil cu polinomul g.
b) Pentru a =—3 si b = 1 sa se descompuna polinomul f'in produs de factori ireductibili in Q[X] .
¢) Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 3** — 3"+ 3"~ 5+ 637 =0.
8. Se considera polinomul f= X 3 - 9X?— X+9 care are radicinile X1, X2, X3 €R.
a) Si se determine catul si restul impartirii polinomului fla X * —1.
b) Sa se verifice ca x13 +x§ +x§ :9(x12 +x§ +x32)—18.
¢) Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia /(3" ) = 0.
9. Se considerd polinomul cu coeficienti rationali f=X > + aX?* — 5X +14 si suma
S, = xfl + xﬁl + xg , nEN*, unde xi, x, , x3 sunt radacinile polinomului f".
a) Sa se determine numarul rational a astfel incat polinomul f'sa admita radacina x; =2 .
b) Pentru a = —4 sa se rezolve ecuatia f(x) =0 .
¢) Pentru @ = —4 sa se demonstreze egalitatea S3 + 42 =4S, + 55, .
10. In multimea R[X ] se considera polinoamelefZX4 + X2+ X2+ X+ si g= X*-X-1.
a) Sa se determine catul si restul impartirii polinomului fla polinomul g .
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b) Si se arate ci daca y este radicind a polinomului g , atunci y° =2y +1 .
¢) Sa se demonstreze ca dacd y este raddcind a polinomului g, atunci f( y) nu este numar rational.

11. Se considera polinoamele f =3X> +3X°+3X +4deZs [X] si

g=3X>+3x? +2x +3eZs[X].

a) Sa se calculeze /(0) + /(1)
b) Sa se rezolve in multimea Zs ecuatia f (x) = 0.
¢) Sa se determine catul Tmpartirii polinomului fla polinomul g.
12. Se considera polinomul f=mX > +11X? + 7X + m care are coeficientii reali.
a) Sa se determine mecR astfel incéat polinomul f'sa fie divizibil cu polinomul g = X —1.
b) Pentru m = —9 sa se descompuna polinomul / in produs de factori ireductibili in R[.X ] .
¢) Pentru m = —9 sa se calculeze suma patratelor radacinilor polinomului f'.
13. Se considerd polinomul /=X *+ aX "’ + (a + 3)X* + 6X — 4 care are coeficientii reali si
radacinile lui x1, x5 , x3, x4 €R..
a) Sa se determine a€R astfel incat x; +x, +x3 +x3 =3 .
b) Sa se determine @R astfel incat polinomul sa fie divizibil cu X 2.
¢) Pentru @ = —3 sa se descompuna polinomul fin produs de factori ireductibili In R[X] .
14. Se considera polinomul f=X>— (m +1)X* - 3X+3,feQ[X].
a) Sa se determine meR astfel incat suma radacinilor polinomului f'sa fie egald cu 1.
b) Sa se determine meR astfel incat polinomul f'sda admita radacina x; = V3.
¢) Pentru m = 0 sa se descompuna polinomul fin factori ireductibili n Q[X] .

15. Fie polinomul £, = X* + aX ? — aX — 4 care are coeficientii numere reale.
a) Sa se determine a€R astfel incat x; + x, + x3 = —2, unde x;, x, , x3 sunt radacinile reale ale

polinomului f; .
b) Si se determine a€R astfel incat polinomul £, sa fie divizibil cu polinomul X —2 .
¢) Sa se determine acR pentru care polinomul f; are o radacind rationald pozitiva.
16. Se considera polinomul f=X*+ aX? - X -1, unde acZ .
a) Sa se determine « stiind ca x = 1 este radacina a polinomului /.
b) Pentru a = 1 sa se determine radacinile reale ale polinomului f.
¢) Sa se demonstreze ca f (x) # 0, oricare ar fi xeQ\Z.
a,b,c e Z} si polinoamele f, g7, [X ],

17. Se considera multimea H = {a +bX +cX?

f=X*+1sig=x+1.
a) Si se verifice ca g* =71
b) Sa se determine catul si restul impartirii polinomului £+ g la polinomul f'.

¢) Sa se determine numarul elementelor multimii H .
18. Se considera inelul polinoamelor Z;[ X ] .

a) Pentru g €Z5[X], g = (X + 2)2 (X + i), sd se calculeze g(f)) .

b) Dacd feZs[X], f=X3 + QX, sd se arate ca f (x) = 0 , oricare ar fi x€Zs .
¢) Sa se determine toate polinoamele #€Z; [X |, care au gradul egal cu 3 si pentru care
W0)=h(1)=h(2).
19. Se considera polinomul f=4X* + 4mX > + (m* + 7)X > + 4mX + 4 , unde meR .
a) Sa se determine meR stiind ¢a x = 1 este radacina a polinomului £
b) Sa se determine meR stiind ca suma radacinilor polinomului feste egala cu 0.
¢) Pentru m = —5 sa se rezolve ecuatia f(x) =0 .

2
20. Se considerd polinomul f = (X2 -2X + 1) —a? ,unde acR.

a) Stiind ca a = 0 sa se determine solutiile ecuatiei f(x) =0 .
b) Sa se verifice ca f= (X 2 — 2X +1+ a)(X * — 2X +1- a).
¢) Sa se determine acR pentru care polinomul f are toate radacinile reale.
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21. Se considera ecuatia ¥ —a—ax+1=0cu solutiile x1, x; , x3, x4 , unde aeR.
a) Sa se determine ¢€R astfel incat x; +x, +x3+x4=5.
b) Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei, pentrua=1.
¢) Sa se determine valorile intregi ale lui a pentru care ecuatia admite cel putin o solutie numar
intreg.
22. Se considera polinomul f=X*—12X %+ 35¢R[X ].

2
a) Sa se arate ca f:(X2—6) -1.

b) Sé se demonstreze cd polinomul fnu are radacini intregi.
¢) Sa se descompuna polinomul / in produs de factori ireductibili in R[.X] .
23. Se considera polinomquZX4 - X3 +aX*+bX+c ,unde a,b,ceR .
a) Pentru a = c =1 s1 b =—1 sd se determine catul si restul impartirii polinomului fla X 241 .
b) Si se determine numerele a, b, ¢ stiind ¢ restul impartirii polinomului fla X ? +1 este X, iar
restul impartirii polinomului fla X —1 este —1.
¢) Sa se demonstreze ca , atunci f nu are toate radacinile reale.
24. Se considera polinomul f= X442x3+ax?+bpx+ ceR[X ], cu radacinile xy, x; , x3, X4.
a) Sa se calculeze suma x;+x; +x3 + x4.
b) Sa se determine radacinile polinomului fstindcaa=—-1,b=-2s1¢c=0.

~~~~~

25. Se considera polinomul /=X 3—2X?+aX+ b curadicinile X1, X2 , x3 , unde a,beR.
a) Pentru a = 1 si b = 0 sa se determine x1, x5 , X3 .

b) Stiind ca x12 + x% + x% =2,sdsearatecaa=1.
¢) Stiindca [ = (X - x12 )(X - x% )(X - x_%) , sa se determine numerele reale a i b .

26. In multimea R[X ] se considera polinomul /=X * + pX? +1 cu radacinile xi, x5 , x3 si peR.
a) Sa se calculeze /' (— p) .
b) Sa se determine peR pentru care polinomul f'este divizibil cu x —1.
¢) Sa se calculeze in functie de p€R suma x14 + x§ + xg‘ .
X|tXp +Xx3 = 2
. U B 1 1
27. Se considera sistemul de ecuatii < —+—+—=—
X1 X2 X3 2
X1 Xy + XpX3 + X3X] = -2
a) Sa se calculeze x;xox3 .
b) Sa se determine a, b, ceR, stiind ca ecuatia X+ ax® + bx +c=0 are solutiile x1, x; , x3 .
¢) Sa se determine solutiile sistemului.

28. Se considerd multimea M = {/ € Z3 [ X]| / = X? + aX +b}.

a) Sa se calculezef(i )pentrua=>b =1.
b) Sa se determine a,h€Z; pentru caref(f)) =f( 1 ) =1.
_ ©)Sdse determine numarul elementelor multimii M .
29. In inelul R[X ] se considera polinomul f=x> —x — 5, cu radacinile x;, x2, xs.

a) Sa se calculeze f [—%)

b) Sa se determine a€R pentru care restul impartirii polinomului /" la X — a sa fie =5 .
X X2 43

¢) Sa se arate ca valoarea determinantului [x, x3 x;|este numar intreg.
X35 X

30. Se considera polinomul /=X S X+ mx +1, meR si x1, x;, x3 radacinile sale.



Polinoame — Probleme propuse bacalaureat Virgil-Mihail Zaharia

31.

32.

33.

34.

3S.

36.

37.

38.

39.

40.

Se defineste S, = x|' + x5 + x% , pentru neN" .
a) Sa se determine numarul real m astfel incat x; =2 .
b) Sasearateca S;+ S, +mS; +3=0.
¢) Sa se arate ca pentru orice numar par meZ polinomul fnu are radacini rationale.
Se considerd polinoamele f, g eR[X ], f=X*+ X+ X* + X +1sig=X>+ X >+ X +1.
a) Sa se demonstreze ca f=X- g +1.
b) Sa se determine radacinile reale ale polinomului g .
¢) Sa se calculeze f'(a), stiind ca a este o radacina a polinomului g .
Se considerd polinomul f€R[X ], f=X> — pX? + ¢X — r, cu radacinile x; , x, , x3 €R .
a) Sa se calculeze 1(0) — f(1) .
b) Sa se calculeze expresia (1—x; )(1— x; )(1— x3 ) in functie de p,q, r .
¢) Sa se arate ca polinomul g =X~ + X~ + X —1 nu are toate radacinile reale.

Se considera polinoamele 1, g €Zs[X], f = 3x3+4x% +3x 42 si g= X2 +2X.
a) Sa se calculezef(i ) g (6).
b) Sa se verifice ca f:(§X+§)-g+§X+§.

¢) Sa se determine numarul raddcinilor din Zs ale polinomului /.
Se considera polinoamele /=X + 3X 2+ 3X +1, cu radécinile x;, x5 , x3 €R si
g=X?-2X+1, curadicinile y;, y, €R .
a) Sa se calculeze diferenta S—S'unde S=x; +x; +x3818 "=y, + ;.
b) Sa se determine catul si restul impartirii polinomului /' la g.
¢) Sa se calculeze produsul f(y1 ) f(12) .
Se considera polinomul /=X 4 _ox? +1, cu radacinile x1, x5 , x3, x4 €R..
a) Si se arate cd polinomul feste divizibil cu g=X*—1.
b) Sa se calculeze produsul S Punde S=x; +x; +x3+ x4 $1P=X1 " X2 X3 X4..

¢) Sa se calculeze suma 7 = xf + xg + x? + xi .

in multimea polinoamelor R[X ] se considera polinoamele /=X StmXi+nX+6si
g(X)=X*-X-2.
a) Si se rezolve ecuatia x> —x —2 =0,
b) Sa se determine m,n€R astfel incat polinomul f'sa se divida cu polinomul g .
¢) Pentru m = —4 si n =1 sa se calculeze produsul P =f(0) f(1)-...- f(2007)- £(2008) .

Se considerd polinomul f €R[X], f(X)=(X + 1)2008 (X - 1)2008 care are forma

algebrica f= azoo&XZOOS + aro07 X 20074+ aX+ag.
a) Sa se determine ay.
b) Sa se arate ca f (1) + f(—1) este numar intreg par.
¢) Sa se determine radacinile reale ale polinomului f'.
Se considerd polinoamele f, geR[X ], /=X’ —3X+asig=X?—-3X+2,unde acR .
a) Pentru a = 2 sa se rezolve ecuatia f'(x) = g(x) .
b) Sa se determine radacinile lui f, stiind ca are o radacina dubla pozitiva.

¢) Pentru a = 2 sa se rezolve ecuatia e/ () g [#] .

Se considera polinomul /=X *vaxXP+bX+c, cuab,ceR .
a) Pentru ¢ = 501 , sa se demonstreze ca /(1) + f(—1) =1004.
b) Pentru a = -2, b =2 si ¢ = —1 sa se determine radacinile reale ale polinomului f.
¢) Sa se demonstreze ca nu exista valori reale ale coeficientilor a,b,c astfel ca f'sa se divida cu
polinomul g = X7 - X.
Se considera polinomul /=X S+ aX?*+bX+c,cua,b,ceR avand radicinile x1, x; , x3 €R .
a) Sa se determine numarul real ¢ stiind ca f(1) + f(—1) = 2a +1.
b) Stiind ca a = -3, b =1, ¢ =1, sa se determine radacinile reale ale polinomului f".
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X1 X X3
¢) Sa se exprime in functie de numerele reale a, b, ¢ determinantul D =|x, x3 x|.
X3 X X0
41. Se considera polinomul f= X*+aX3+bX+ ¢, cua,b,ceR.
a) Sa se determine numarul real ¢ stiind ca /(1) + £ (—1) = 2008.

b) Sa se determine numerele reale a,b,c stiind ca f(0) = f (1) = —2 si ca una dintre radacinile
polinomului este x =2 .

¢) Pentru a = -2, b =1 si ¢ = —2 sa se determine radacinile reale ale polinomului £
1004
42. (V.92) Se considera polinomul f = (1 + X + Xz)

, cu forma algebrica
f= ap + a1X+ a2X+...+ azoongoog .

a) Sa se calculeze f(—1) .

b) Sa se arate ca ap + a; + ay + ... T a0 €ste un numar intreg impar.
¢) Sa se determine restul impartirii polinomului fla polinomul X 1.
43. Se considera polinomul f €Z4[X], f = X3+ (ia + i)X +a+4.
a) Sa se demonstreze ca b = b, oricare ar fi beZs.
b) Sa se determine acZg, stiind ca f (Q ) =0.

¢) Pentru a = 2 si se descompuna polinomul fin produs de factori ireductibili in Zg [ X ].

44. a) Sa se determine gradul polinomului f€Z¢ [X], f = (a3 + 3) X2 +3aX + 4,in functie de
valorile lui ¢€Z .

b) Sa se determine catul si restul impartirii polinomului f€Zs[X], f =X 343x% 43X +1 prin
polinomul geZ5 [X ], g =X +1 .

¢) Sa se determine a,beZ; , stiind ca polinomul feZ3[X], f =X 2t aX + b are radicinile 1 si2.
45. Se considera polinomul f= (X +1)*%

+ (X —1)*"® avand forma algebrica
f= azoongoos + ...t a1X + ag , unde ag ,ai,...,a2008 Sunt numere reale.

a) Sa se calculeze f(—1) +f(1).

b) Sa se determine suma coeficientilor polinomului f.
¢) Si se determine restul impartirii lui f1a X > —1.

669
46. Se consideri polinomul f = (1 +X+X 2) € Z[ X ]cu forma algebrica
f= a2007X2007 + ..+ a1 X+ ao.
a) Sa se calculeze /(1) + f(-1).

b) Sa se arate ca suma ag + a; + a + ... + a7 este un numar divizibil cu 3.
¢) Si se determine restul impartirii polinomului fla X* —1.
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