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DRUMURI, ARCE SI LUNGIMILE LOR

Functiile cu variatie marginitd au fost introduse de Jordan Camille (1838-1922) si
utilizate de el cu ocazia studiului problemei rectificabilitatii curbelor, adica a studiului
conditilor in care se poate atasa unei curbe un numar pozitiv care sa joace rolul unei
lungimi. Vom face referiri la drumuri in spatiul plan euclidian.

Definitie 1. Orice functie f: [ a, b] ~R?, continui pe [a, bl, a,beR, a<b se
numeste drum in R, iar multimea f{ [ a, b] ) se numeste urma drumului.

Daci f: [a, b] ~R* este un drum in spatiul R?, atunci punctele f{a) si fb) se
numesc capetele drumului. Un drum a carui capete coincid, se numeste drum inchis, iar
un drum a carui capete sunt distincte, se numeste ne-inchis.

Un drum £ [a, b] ~R? se numeste simplu daci nu exista nici o pereche de puncte
t',t"e[a, b] astfel incat:

0<t"-1'<b-a si f(t')=f1").

Se constata ca:

a)  undruminchis £ [a, b] ~R” este simplu daca si numai daca functia f] (.

este injectiva;

b)  un drum neinchis f: [a, b] ~R? este simplu daci si numai daca functia f

este injectiva

Daca fi:[a1, b1 ] -R? sifr:las, byl -R? sunt drumuri in R? astfel ca f1(b)H(an),
atunci functia:

fivhhilal, bit (by—as) ] -R? definita prin:

(f1ufz)(l‘)={ f,(t) daca t €[a,,b,]
fo(t) daca t € (b,b, + (b, — a,))
este un drum in R? care se numeste reuniunea drumului f; cu drumul f. Urma acestui
drum este reuniunea urmelor lui f; si f;.

Inductiv se poate defini reuniunea f;u.. ufk a k drumuri
fi:lai, b1l -R2, wofii [ax, byl 1-R? , (unde keN’, k> 2) daca acestea se bucura de
proprietatea:

J(b)n(ai), (Vye{l, ..., k=-1}.

Definitie 2. Un drum se numeste poligonal daca existad o diviziune A=(f,t,...,t;) a
intervalului [a, b] astfel incat fiu...ufi=f, unde f;: [ £5-1, t5] -R? ,(Ge{l, ..., k} este
definit prin:

t—t; =t j 1
fi(=]1- S 1)+ /@)
=t =t
pentru orice f€ [ t5_;, t;]. Urma unui drum poligonal se numeste linie poligonala.

Exemplu: Dacd drumul este dat in coordonate parametrice, sistemul simultan

X =acost
. cute[0,x], a>0
y =asint



Drumuri, arce, lungimi Virgil-Mihail Zaharia

are drept imagine grafica multimea punctelor unui cerc cu centrul in origine si de raza 1.
Sistemul acesta impreuna cu imaginea sa grafica reprezintd un drum.
Teorema 3. Fie f: [ a, b] ~R o functie derivabila cu derivata continua pe [a, b].
Notim C={ (x, y) eR*a<x<b; y=f(x)} .
¥ Lungimea curbei C definitd ca marginea superioara a
multimii perimetrilor "p" ale tuturor linilor inscrise in
M curba S=sup{p} este datd de

b
M (CO) = [1+[f' ()] dx .

Demonstratie: Fie A=(x¢,x1,...,X,) Cu
a=xy<x;<...<x,=b o diviziune a intervalului [a, b].
Prin punctele x;, ie {1, . . ., n} ducem paralele la Oy
obtinind punctele M; (ie{1, . .., n}) de pe curba. Din
figura se vede ca

d(Mi_l,]\/[,-)=\/ (x; — xi_l)2 +f(x)=f (xi_l)]2 . Aplicand formula cresterilor finite
pe [Xi—l ’ Xi] pentmﬁ avem: f(xi)—f(xi_l)=f'(é)(x,-—xi_l), fe [Xi—l ’ Xi] .
Rezultd d(M;1,M))==+1+[1"(¢; )]2 -(x; —x;_;) . Notand suma segmentelor [M;_,, ;]

cu P (linie poligonald), avem: /( P) = iwll +[f '(fl-)]2 -(x; = x;_;) . Consideram acum un
i=1

sir de diviziuni (A,),e~ si calculand lungimea liniei poligonale prin procedeul de mai sus
pentru fiecare diviziune A,, vom avea:

(R)= STH LGP (" =),
Trecand la limita, avem:

lim [(P,) = lf,/l+[f'(x)]2dx

Se observa ca pe masura ce n creste, linia poligonala P se apropie de curba C, de
aceea prin definitie se ia:

b
(C) = [\1+[f'(0)] dx.

Mai trebuie sa aratdm ca graficul functiei £: [a, b] ~R, derivabila si cu derivata
continui pe [a, b] are lungime finitd, adica existd un numar M >0 astfel incat:

O a=x 4 x w=h

I(P)= Sd(M,_,,M,)<M'.
=1

1

Din ipoteza /' este continud pe [a, b] rezulta \/1+[f '(x)]2 este continud pe

[a, b], deci mirginitd, adica existd un numir M=0 astfel incat \/1+[/"(x)]* <M,

(V)xela, b].
Atunci:
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(P)= £d(M;_y, M) = 3305 = xi-) + L) =/ ()P =

- % L+ EDT - (=3 p) < M.é(xi -X_))=Mb-a)=M*

Lungimea elementului de arc este data de ds*=dx*+dy*.

Exemplul 1. Si se calculeze lungimea cercului de ecuatie (C): x*+y*=R.

¥ Rezultéy=i\/R2 —x? ,X€[-R, R].
R
(C) =445 =4[\ 1+[f'(x)] dx =
0
R
¥ R R X
* =4[ ————=dx =4Rarctg—| =27R
/ 0V R? — x? 0
Deci I(O)=27R.
P
Exemplul 2. Sa se calculeze lungimea elipsei de ecuatie (E): — + b_2 -1=0.

Ay Rezulta x=acost; y=bsint; tc[0, 2] .
B({0,b) a’s:\/abc2+aly2 —a®sin® ¢ + beos® tdt =

/_ L :\/az—(az—bz)cosztdt

\ua,ﬂ)

2 42
dt = a\/l 4 2b cos® tdt = a\/(l —e® cos’ t)dt , unde e<1
a

este excentricitatea elipsei. Lungimea elipsei este data de:

27
I(E) = 4aj J1—e?cos’ tdt.
0

2
Folosind dezvoltarea in serie /(E) =4a | {1 + %ez cos’ 1 — 221 o e cost ¢ +..}dt si din
0 221
2
2k )
formula lui Wallis, Z —lim L ( ) , rezulta:
2 =2k +1 | (2k—1)!

2 2,2 Can20n 12
I(E)=2ma 1-|—ize2 + 12 32 et _15 (22n2 3) (22n D e ..
2 22 .4 2242 (2n)

Exemplul 3. Si se calculeze lungimea graficului functiei fx)=x* xe [-1,1].
3
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Datorita simetriei fatd de Oy este suficient sa calculam

- lungimea graficului restrictiei fyaluifla [0,1]. Avem:
1
1) =21(fo) = 2[N1+[f'(x)] dx =
0
1
, =2(J)«/1 +(2x)%dx =2~/5 + In(2 +/5).
-1 O

2 2 2
Exemplul 4. Sa se calculeze lungimea astroidei de ecuatie x3 + y3 =a3, a > 0.

Prima bisectoare y=x intersecteaza astroida in punctul
3 3
M(2 2a,2 2a). Datoritd simetriei avem egalitatiile:
1 1
ZAM = _IAMB =% lastroidei .
\ Deci, este suficient sa calculam lungimea graficului functiei

22 % _3
f(x)z(a3 —x3J ;X 6[2 2a,a]

3
f'(x)g(
3
2 1
NP - P =4
X
a 2
a Ta 1 1x§ 32 [, 3 3
I(f)= _[ 1+ (0 dx=a? _[ x3dx=a37 5613 a* —| — :Za
2_5“ 2_§a E 2%11 22

Deci lungimea astroidei este 8- /(f)=6a.

Exemplul 5. Lungimea cicloidei. Cicloida este datd in coordonate polare de
sistemul:
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=a(t —sint
{x a(t =smt) te[0,2x].

y=a(l-cost)’
Cicloida este locul geometric descris de un punct de pe un cerc de raza data a care

se rostogoleste fara alunecare pe o dreapta.
Lungimea unei bucle de cicloida este data de:

2
A [=] \/a2(1 - cosz‘)2 +a?sin® tdt =
0

2 2r
=a [ 2(1—cost)dt =2a |
0 0

2r ot
=2a [ sin—dt =6a.
0 2

dt =

.t
sin—
2

>
=

Spirale. Se numesc spirale curbele ale caror raze vectoare sunt functii univoce de
unghiul @, =f{ @), unde @ variaza intre 0 sau - §i +oo, iar r( @) poate fi diferit de
r(¢+2 7). De exemplu r=a ¢ sau r=ae"’.

Exemplul 6. Si se calculeze lungimea spiralei lui Arhimede. In coordonate polare
aceastd spirala are ecuatia r=a¢. Distanta dintre
punctele P;,P,,... care se gasesc pe aceeasi raza este
constanta si egala cu 27a deoarece
1 ry=a(@p+2 ny=ap+2 ma=r;+2 ma. Elementul de arc ds are
valoarea

ds = a\/1+g02dgo;

lungimea arcului va fi:

(01 a
s=af 1/1+go2dgo:—[(p1w/1+gof +ln(gol+\/1+(pf)]

o 2

. . . g a
Pentru valori mari ale lui ¢, rezulta s ~ 5 gof.

Exemplul 7. Si se calculeze lungimea spiralei logaritmice. In coordonate polare
aceastd spirald are ecutia =ae"?, k>0. Pentru valori
negative lae lui ¢ curba se infasoard tot mai strans, cu raza
vectoare descrescatoare, in jurul polului O. Lungimea
arcului s se poate calcula astfel:

T =V 2 do = 1+ K2dg = %\/H k2dr, r, raza de

curburd. s = f% 1+k2dr:%\/1+k2(r2 —rl).

n
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