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CENTRE DE GREUTATE

In practica este nevoie si se calculeze aria plicilor plane, de aceea vom identifica placile plane
cu multimi R%. Stim ci masa este 0 mésura a cantititii de materie dintr-un corp. Deci masa reprezinti o
functie A—m(A) care asociaza fiecdrei placi plane 4 un numar real pozitiv m(4), numit masa lui 4.
Aceastd functie satisface conditiile:

(M) Daca placa 4 se descompune in 7 placi plane disjuncte 4y,...,4,, atunci
m(A)y=m(A)+...+m(4,);

(M;) Masa m(A) a unei placi plane 4 ramane constanta in timpul migcarii.

¥y Definitia 1. O placad A se numeste omogena dacd existd o constanta k>0
astfel incat m(B)=k-aria(B), pentru orice parte B a lui 4.
Daca D=[a, b]x[c, d] este o placd dreptunghiulard omogena atunci (3)k>0
astfel incat m(D)=k -aria(D)=k(b-a)(d-c).

Definitia 2. Centrul de greutate al acestei placi se defineste ca fiind

o —def q _def
y punctul (x,y)eR? de coordonate x = E(b —a)siy= E(d +c).

Fie E o placd elementara formata din placile dreptunghiulare D;,...,D, cu masele
m(Dy),...,m(D,) si care au centrele de greutate (X 1, ) 1),..., (X n, Vn). Centrul de

greutate a lui £ va fi prin definitie punctul (; , ) de coordonate:

© £ im(Di);i f:m(Di);i
Y =izl _ i=l

sm(p)  "ME)
i=1

n — n —
. m(D,)y;  Xm(D;)y;
= i=1 _i=1
n
Smp)  ™ME)
i=1
y Dacé E este omogena atunci (3)k>0 astfel incat
m(B)=karia(B),(V)parte a B (care are arie) a lui £, rezulta
m(D;)=k-aria(D;),(V)ie{1, ..., n}. Rezulta :
n — n —
1 aria(D;)xi Y aria(D;)y;
L_i=1 o _i=1l
b xX= n » V= n ’
— Y aria(D;) Y. aria(D;)
i=1 i=1
O X Fie f,g: [a, b] —R doud functii continue astfel

incat fix)<g(x), (V)xe [a, b]. Consideram multimea
Ti={(x,y) eR*a<x<b, fix)<y<g(x)} cuprinsi intre graficele functiilor f,g si dreptele paralele la Oy
care taic axa Ox in a $i b.
Fie A=(a=x¢<...<x,=b) o diviziune a intervalului [a, b] si & mijlocul intervalului [x;-1, x;];
1

g‘,=5 (xi—xi1),1<i<n si dreptunghiul D=[x;_1, x;1x [ £ (&),g(&)] a carui arie este

aria(D))=(x—x.1)x [ g (&)-AE)].
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Daca norma diviziunii A este suficient de mica, atunci multimea /;={ (x, y) eRz/x,-_
1<x<x;fix)<y<g(x)} se aproximeaza cu dreptunghiul D;, deci centrul de greutate a lui /7 se
n

aproximeaza cu centrul de greutate a lui D, rezulta ca centrul de greutate a lui /;,= U I';,se
i=1
. def n
aproximeaza cu centrul de greutate al multimii elementare £, = U D,. Coordonatele centrului de

i=1

greutate a lui D; fiind x_l =&; ;, :% [g(&)Hf(&)], rezulta ca centrul de greutate a lui £4 va avea

coordonatele:

YD) Y EleE) - FENE -5
xa =+ =+

Yaria)  YlelE)- fEN - x.)

i=l

C Sariad)y, YA E) - P EN %)
Ya = i=ln = i=nl ’
Zaria(Dl.) Z[g(fi) = f(EDIx; = x;4)

i=l1

Aceste consideratii conduc la urmdtoarea definitie:
Definitia 3. Dacd A4 este o placa plana care se identificd cu o multime de forma /7, unde
f g:la,b] —R sunt functii continue atunci centrul de greutate a lui 4 este, prin definitie, punctul

(Xay A)eR? ale carui coordonate sunt:

o ] 8= f (0l j Mg(x)— £ (x)Jdx

a

X4 = =

[g(x) = 1 (x)]dx

aria(l'; )

a'—.c-

—_

o 2

yA h j’~ B aria(I'; )

[l ()= 7 ()ax ; (127 () - /7 (x)ldx

[g(x) = f(x)]dx
Daca f(x) =0 si g(x)>0, (V)xe [a, b], atunci

ng(x)dx —jg (x)dx

a . —

Xqg=t——"—; e ——
! aria(l',) yA aria(l',)

Exemplul 1. Fie >0 si o placi omogeni de forma A={ (x, y) eER*0<x<a; y*<ax}
Pentru a calcula centrul de greutate a placii A consideram functiile f,g: [0, a] R definite
prin:

¥ def def
/ ﬂx)z-\/a;g(x)=+ ax .

Atunci coordonatele centrului de greutate sunt:

[ x[ax — (—ax)ldx

0 x  xy=0 _
\ f[ax — (—/ax)Jdx
0
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a la 3 5
ZJ.x\/de azszdx gxi 3
3a?
= :121:23232_"
ZJ.\/;dx azijdx =x? 5a?
0 0 0
1 a
ey~ (Vax)lax .
V=" =- =0.
J.[\/E—(—x/;)]dx J\/de
0 0
Rezulta G(g a;OJ , deci centrul de greutate se afla pe axa Ox, care este si axa de simetrie a
multimii 4.
Exemplul 2. Sa se determine centrul de greutate al placii omogene de forma
A={ (x,v) €R2/Osxsl; xzsysax} ,ax1.
def
Consideram f,g: [0, 1] ~R definite prin f{x) = x” si
/ def
g(x) = ax. Rezulta
1 1
aria(A) = j [g(x)— f(x)]dx = j (ax — x> )dx =
0 1 0 : .
x* X 3a-2
= a——— =
2 3 6
0
1
Ix(ax —x%)dx X
x4=2 = ax® —x*)dx =
T aria(4)  3a-2 ! ( )
3 4
__ 6 | x X __6 (z_l)_ 4a -3
3a-2] 3 4] 3a-2\3 4) 2(3a-2)
1 1
—|(a*x* —=x*)dx
—_2£ _ 6 1{d® 1)_54*-3
Y4 aria(A) 30-22\ 3 5) 53a-2)

R 2
In cazul particular a=1 centrul de greutate va fi situat in punctul (— ,— -

Exemplul 3 Sa se determine centrul de greutate al unei placi plane omogene de forma unui
triunghi.

Fie 4(0,a); B(b,0) si C(c,0). Presupunem h<0<c. Ecuatia

¥ dreptei ce trece prin 4 siBvafi y= —% (x—b), iar ecuatia dreptei ce

treceprind siCvafi y= —g(x—c) .
c
Notam cu g: [ b, c]~R functia definita prin:

— 2 (x=b), dacax €[b,0)

B c g(x)= sif: [b, c] =R, fx)=0.
a

——(x—c) dacax €[0,c]
c
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Multimea /7, va fi In interiorul triunghiului ABC si deci aria sa va fi egald cu %(c -b).

j‘ xg(x)dx

Abscisa centrului de greutate al multimii /7, va fi X4=4——  rezultd
aria(T'; )

c

ng(x)dx = jxg(x)dx + ng(x)dx = —%jx(x —b)dx — %;{x(x —c)dx =

b b b

0 c
_afx o’} __afb b _afc )
, ¢ 3 2 . bl 2 3 cl 3 2

=——t—=—(c’-b
6 6 6 ( )
a
— g( - bz) 1
deci x4 = :E(b+c)
—(c-b
5 (€=
Ordonata centrului de greutate a multimii /7, va fi
15,
_ 2;!. g (x)dx
aria(l'; ) '

2 3
@ @byl

c 0 c 20 2 ¢
jg%mwzjg@mpqg%mw:%{@—mwpf%kmwfw:
b b 0 b 0

b 3 A

2 N3¢ 2 2
a—z(x ) =—la—2b3+la—2c3=la2(0—b)
c 3|, 3b 3c 3

2

a
B ?(C—b) a

Rezultd y , = F——=—.
Ea(c—b) 3

1 a . . .
Centrul de greutate are coordonatele G(g b+ c),gj ceea ce reprezinta punctul de intersectie al

medianelor A4BC.
Exemplul 4. Si se giseasca centrul de greutate al placii plane A={ (x, y) ER*0<x<R;

0<y<VR*—x"}.
R

-
Julri= 4R
x4=2 5 =— I(Rcost) R* —R*cos’ tRsintdt = —
7R" 7R” 3z
5 4
Analog ; = AR , rezultd G(4—R,4—RJ
RY/2 3z 3z
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Teorema lui Guldin Fie f,g: [a, b] ~R (0<a<b) doua functii continue astfel Incat f{x)<g(x),
(V)xela, bl sil;~{(x,y) eR*a<x<b; fix)<y<g(x)}. Atunci volumul generat prin rotirea lui Iigin
jurul unei axe de coordonate care nu taie pe /;, este egal cu aria(/;,) inmultita cu lungimea
circumferintei obtinuta prin rotatia centrului de greutate a lui /;, in jurul axei de rotatie.

Exemplul 5. Sa se gaseasca centrul de greutate al placii plane omogene care se identifica cu
portiunea hasurata din plan cunoscand ecuatiile celor doua cercuri.

2
=R Pyi= ( § j .

Vom determina coordonatele centrului de greutate utilizind teorema lui Guldin. Volumul
corpului obtinut rotind cercul mare de ecuatie x*+(y-R)*=R” in jurul axei Ox este:

R R %
V, = ﬁj[(RJr\/Rz -x’ )z —(R—\/R2 -x’ )z}dx =47ZRJ.\/R2 —x"dx =8HR3IHC—;Stht =27°R’.
_R -R 0
Analog, volumul corpului obtinut prin rotatia cercului mic de ecuatie

v 2 2
x*+ (y —g} = (g} in jurul axei Ox este

2

R 2
IR RY R RY 27°R3
Vz:”,[ T e I e [ 7 i

e[| 3 3 3 3 27
3
Volumul corpului obtinut prin rotatia regiunii hasurate din
plan in jurul axei Ox este:
2p3 2p3
o V=V1—V2=27ZZR3—27TR :527Z'R.
27 27
2 2
Aria portiunii hasurate este: 4= A4, — 4, = 7R’ —ﬁ(gj = SZR
527°R’

. a . . . .= V 27 13R
Aplicand teorema lui Guldin, avem: V=2 aria(A4) rezulta: = = = .
P e aria(4) Yo Y mria(4) | 8B 12

9

Centrul de greutate este G(O,lf—sz.

Exemplul 6. Sa se determine centrul de greutate al unei placi plane omogene de forma unui
triunghi.
De aceasta datd vom determina coordonatele centrului de greutate utilizdnd teorema lui Guldin.

(b +c)

Rotind AABC in jurul lui Ox se obtine un corp cu volumul V = in timp ce aria triunghiului

este S:M.

L = Ve m(b+c) 1 a
Conform teoremei lui Guldin rezultd y ., = = =—.
278 3., abto) 3
72' - -
2
Rotind triunghiul ABC in jurul axei Oy si aplicand teorema lui Guldin rezulta
-  b+c

X¢ = i = G(b ;— ¢ ,%j , ceea ce am ardatat la exemplul 3.
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