Calculul limitelor de siruri Virgil-Mihail Zaharia

1. Calculul unor limite de siruri folosind integrala Riemann

Fie f:[a, b] ~R o functie integrabila pe [a, b]. Din definitia integralei Riemann
rezulta ca:
(M)A, =(xg,...,x,) cu A € D[a,b]; lim HAnH = 0 s1 orice sistem de puncte
n—» 0

intermediare &; €[x;_;,x;];i = 1,n, sirul sumelor Riemann

on (f,8)= i S (&) (x; —x;_;) este convergent si tinde la numarul
" k=1

[:[f f(x)dx

Deci:
n b
lim af(fi)(xi = X)) =]/ (x)dx. (1)
Alegem x=a+i —d ;1€ {1, ...,n} si &=x; atunci relatia (1.) devine
b
lim 3 f(a ri2= aj b-a_ j £ (x)dx )
n—9i=1
Daca a=0 si b=1 relatia (2.) devme
1
gggz f( j | fGoydx. 3)
0
Exemple:
Exemplul 1.1. Sa se calculeze limita sirului cu termenul general
a, = 1 +...+i.
n+l n+2 2n
Solutie:
lima, = lim 3 = lim ¥+ j —In(1+x)=1In2.
n—>00 n—>0;— m—+i n—)ooi:1n1+i 0 1+ x
n
Exemplul 1.2. Sa se calculeze limita sirului cu termenul general
1 1 1
a, = - Fot ——
\/3}12+12 \/3nz+22 \3n? +n?
Solutie:
¢ dx
lima, =lim ) ——==Iim O =
n—o0 n—)ooZ /37’1 +k2 n—)ookz;n -([ X2 _+_3

1
:111(x+\/x2 +3) = 1n3—ln\/§:ln\/§.
0

Exemplul 1.3. Sa se calculeze limita sirului cu termenul general

1
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—%(1@ + 2@ +...+ nQ/:”)
n

k
= 1 1
Solutie: lim a, = lim( Zk\/" kj— lim [ Ee”jz]xexdx=ex(x—l)ozl
0

n—»0 n—o\n? k=1 n—>on| k=11

Exemplul 1.4. Sa se calculeze limita sirului cu termenul general

dy = (1 +%}(1 +%} (1 +%j

Prin logaritmare rezulta

lnL—nh_rg{ln(l+n\/_)+ln(1+n\i/__j+ +1[ n\i/__ﬂ

Dearece limwzl =
x—0 X
ln(1+ ﬁ] 1n(1+ ﬁj ln(1+ \/;j
nln nin nn

lim———=Ilm——F——=..=lm——F——=1 >

n—>0 i n— o0 £ n— \/;
nn nn nn

o) o

lim =1

" ﬁ+\/—+ +\/;
ndn ndn 7 nn

Cum
V1042 \/_j 2
lim +.. lm Z \/_dx——
n—)oo(n\/_ n\/z n\/_ n—>o N k=1 (I) 3
2 2
InL===1=e3 = lima, =¢3.
3 n—>o

Exemplul 1.5. Sa se calculeze limita sirului cu termenul general

7 (7[ 72') (7[ 27:) (72' nzz)
a, = cos| —+—|+cos| —+— | +...+ cos| —+—
3n{ 6 3n 6 3n 6 3n

Solutie:
. . T T T T 2r T Nrx
lima, = lim — cos(— + —) + cos(— + —j +...t cos(— + —j =
n—»o n—» 3n 6 3n 6 3n 6 3n

T
= lim = 3 Cos(£+k—”) cosxalx—smx‘2 :l—l:l
6 2 2

n—0 31 k=1 3n

O\\ab-wm
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Exemplul 1.6. Sa se calculeze limita sirului cu termenul general

a l(t —+t2—+ ! ”)
n g 83 g3n

3n
Solutie:
) ) T 27 nmw 12 krx
lima, =lm—|tg—+tg—+..+1tg—|=1lm— Y 1g—=
n—>o0 n—»o n 3n 3n 3n ns>onk=1 N

T

:i Iim — i tgk—ﬂ:—jtgde——ilanEIHZ
Tnoo3ng=1 3n 11y 2

Exemplul 1.7. Sa se calculeze limita slrulul cu termenul general
1+72 +3+..++/n

n

Solutie: lim a, = lim — (1+\/_+ +\/_)—hm Z\/7 j\/_dx_g

n—>0 n—>o n n—o N k=1

a, =

Exemplul 1.8. Sa se calculeze limita sirului cu termenul general

a, :%[\/nz +12 +\/n2 +22 4.+ 2n2}
n

Solutie:
liman—limZ Vn? +i? —hm— 1+( ) j\/1+x dx =
n—> n—>0 ;= m n—on

:%[xm+ ln(x + M)I =%+%ln(\/§+ 1)-

Exemplul 1.9. Sa se calculeze limita sirului cu termenul general

o( . 1z . 2« Y4
a, =—| sin— 4+ sin— +...+ sin—
n n n n

. . . nomwo. kﬂ' T T
Solutie: lim a, = lim Y, —sin— = [sinxdx = —cosx 0 = 2
n—o n—>o0k=1n n 0

2. Comparatie intre calculul limitelor unor siruri de numere cu
ajutorul integralei Riemann §i cu ajutorul teoremelor de aflare a
limitelor de siruri

In cele ce urmeaza vom arata avantajul si dezavantajul aplicarii metodei de
calculare a limitelor unor siruri de numere cu ajutorul integralei Riemann fata de
metodele clasice. Pentru aceasta vom rationa comparativ pe cateva exemple.
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Exemplul 2.1. Sa se calculeze limita sirului cu termenul general
n!

a, =

n
Solutie: metoda I (folosind teoremele de calculare a limitelor de siruri). Amintim
aici un rezultat cunoscut din teoria limitelor de siruri. Fie sirul de numere (a,),cn cu
. .. a -
a,>0, (V)neN. Dacd lim —*L = ¢ >0 atunci lim %/a, = .
n—» d, n—>o

!
Revenind la sirul din exemplul 2.1. notam b, = n—’;,
n

byyy _ (m+D! n" "1
bn_ +1n+1n!_ +1n_ n'
e D

avem:

Trecand la limita rezulta:

lim 2t _ iy L 1

n—w bn n—)oo( 1)” e
1+~

n

. : n! 1 .o Amt ]
lim 2/b, = lim #/— =~ adicd lim =—.
n—o© n— 0 nn e n—wx n e

metoda II (folosind integrala Riemann). Putem scrie:

Un! \/n! \/12 n—1n
a, = =nl— =n——.. —
n n

n n nn n n

n1k
- . 1 2o - o
Logaritmand obtinem: Ina, =— > In— = q, =e*'" ", unde trecand la limita, gasim:
Nk=1 N
n 1
lim Z[lln(kj} [ In xdx L1
. n—o 1| n n —

lima, =" =e’ =e =-.
n—o e

Exemplul 2.2. Sa se gaseasca limita sirului cu termenul general

L 1(n+1)(n+2)..(2n)

n

n
Solutie: metoda I (folosind teoremele asupra sirurilor)

. :Q/(n+l)(n+2)...(2n):d(n+l)(n+2)...(2n)
ni’l

n
n

Notim b, = EDED.Qm) (w2t 3)...(2n)(21n +D2n+2)
n" (n + 1)n+
byyi  (n+2)(n+3)..2n)2n+1)(2n+2) n" de
b, (n+1)""! (n+1)(n+2)...(2n)°
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2
4 +—
unde et o om Ly B 3 1im@:i:>
bn 1+l 1 " n— bn e n—>0 e
a1
n
E b 2f(n+1)(n +2)...2n) 4
n—oo " n—o n e.

metoda Il (folosind integrala Riemann)

\/(n+1)(n+2) (2n) _ Jrtln+t2 2
— de unde prin logaritmare rezulta

n ‘n

Ina, =— f 1n”+k :l > ln(1+§) ;

nk=1 n nk=1 n
trecand la limita se obtine

n 1

lim zlm(pij [In(4x)de 4 4
lima, =771 "o=el =e ¢=—
n—»®© e

Exemplul 2.3. Sa se calculeze limita sirului cu termenul general
(cos2 17 + cos® 2z +...4 cos’ ﬂ)
n 2n 2n 2n
Solutie: metoda I (folosind teoremele asupra sirurilor). Vom stabili mai intai
formula:

a, =

. na (n+)a
sin——cos
2 2

sin—
2

icos(ka) =
k=1

Din relatiile:

. a 1| . 3 . a
sin—cos¢ = —| sin— — sin—
2 2 2 2

. a 1 S5a 3
sin—cos2a = —| sin— — sin—
2 2 2 2

|:Sl (n+Da <in (2n - l)a}
2 2

. a
SlHECOSI’IOZ =

Prin adunare rezulta:

. : 1
sin icos(ka) —sin"% cos (n+ Da , =
2 k=1 2 2
. na (n+a

" sin 5 Ccos 5

Y.cos(ka) = . Atunci:
k=1 sin—

2
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lima, = lim| = 5 cos? (k—”j — lim{Z 3 |1+ cos(k_”) _
n—»00 n—o| N k=1 2n n—o|2n k=1 n

. T ( 1)7[
sin—cos{ 1+ — | —

n—»o 2n k=1 n n— . 2
sin——
2n
3
2n
metoda II (folosind integrala Riemann)
n
a, =z 3. cos’ (k—”)
n k=1 n
4 s
noA 2
lima, =2lim ¥ 2 cos? (ﬁﬁj =2 [ cos® xdx = z
n—> n—>wg=1 N n?2 0 2

Exemplul 2.4. Sa se gaseasca limita sirului cu termenul general

1 n+ 2 n+ +12 2n + 2
{( 2 (a2 ) o zﬂ
n n n n

Solutie: metoda 1
Vom utiliza formulele cunoscute:

ik:n(n+1). ikzzn(n+l)(2n+1)

k=1 2 k=1 6

n— 2 n— 2
a, 1 Zp{(a+1)+ﬁn} 1 Zp{(a+1)2 +2(a+1)k+k—2}:

nk:p n nk:p n n
2 rzp 1 n_p
@D s L5 e -

n k=p n k=p
2@+ (p+n—p)(n-2p+1) N
2

zl(a+1)2(n—2p+1)+
n

:l(a+l)2(n—2p+l)+
n

2
+2n3 +(1=6p)n* +(6p* =2p—1)n .\ 4p*(1-p)
6n° 6n°
Deci:
a, :(a+1)2(1+2p—1j +(a+1)(1—2p—1) +
n n

2 2
1, 1=6p 6p” —2p—1 4p"(1-p)
6 n n2 n3
Trecand la limita gasim:

. 7
lima, —a’ +3a+—.
n—» 3

.\l mon kr T .. 2 n2 .
= lim —-l-—ZCOS— =—+ lim =
2 2 Vs
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metoda 11

p-1 2 n—p
lima, = lim{l > [(a+l)+ﬁ} }+ lim{l > {(a+1)+5}}+
n—»o0 n—>o| N k=1 n n—>o | Nk=p n

2 2
+lim{l 2 {(61+1)+5} }=1im{12{(a+1)+5} }:
n—>0\ N k=n-p+l n n—o| 1 k=1 n

3[! 3 3
(a+13+x)\ _(a+2) ;(a+1) ]

[(a + 1) + x]zdx =

O — -

b

Exemplul 2.5. Sa se gaseasca limita sirului cu termenul general
1F 428 4+ nf
a. =

n
nk+1

Solutie: metoda 1

Amintim teorema lui Cesaro-Stolz:

Fie (a,)uen $1 (b,)qen doud siruri de numere. Daca:
1° sirul (b,) ,en €Ste monoton si nemarginit;

20 Jim Zn+t "%

=% 0,1~ bn

) . a,
atunci avem: lim 2+ =/.

n—»0
n
Considerim a,=142"+.. +n" si b,=n""". Avem:
k k
a,,1—a, (n+1) B (n+1)

o k+1 k+1 k
by =y (4D =T ey —a] S (4 )R
s=1

Deci: Iim = lim = )
nsob, | —b, now k N k+1

11+~

s=1 n
metoda 11

1

. B LT, L L 1(s)* 1 el 1
lim a, = lim T T~ lim i—(ij :jxkdxzx | = .
n—>00 n—>00 n + n—we=1N\nN 0 k-+1L) k+1

Digitally signed by Virgil-Mihail Zaharia



		2013-06-30T21:57:59+0300
	Virgil-Mihail Zaharia
	I am the author of this document




