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ARIA SUPRAFETELOR DE ROTATIE

Definitia 1. Daca f: [a, b] ~ R, este o functie continua, atunci multimea

S 1{ (x,y,z)eR3/ N y2 +z° =f(x),(V)xe [a, b] } se numeste suprafatd de rotatie

determinata de functia f'sau suprafata obtinutd prin rotirea graficului functiei f'in jurul

axei Ox.

Defintia 2. Fie f: [ a, b] »R. o functie continud. Spunem ca suprafata de rotatie

S, are arie dacd oricare ar fi sirul de diviziuni (A,),n ale
intervalului [ a, b] astfel incat li_r)nHAnH: 0, sirul

M (A(fan))nen al ariilor laterale ale suprafetelor de rotatie

: f S(fan)nen este convergent in R. In acest caz numarul real

def
0% 7 pozitiv A(f) = lim A(f, ) se numeste aria laterald a
™, n—»0

z ) suprafetei de rotatie S(f).

Teorema 1. Daca f: [ a, b] ~R; este o functie derivabila
cu derivata continud, atunci suprafata de rotatie
determinata de fare arie si

b
A(F)=27] f N1+ ()] d.
Demonstratie: f este continua pe [a, b] rezultd (V)&>0, (E|)775>O astfel incat:
(1.) (V)x‘,x" e[a,b] cu ‘x'—x"‘ <n.= ‘f(x )—f(x") < )‘ , unde [(f) este

lungimea graficului lui f.
Fie A,=(a=x("<...<x,,"=b); neN un sir de diviziuni ale intervalului [a, D]
astfel incat limHAnH = 0. Atunci exista un 77.£N astfel incat HAnH <n.;(Vn=n,.
n—>0

4 l(f)

Aplicand teorema cresterilor finite functiei f pe fiecare interval [ x";_;, x";] obtinem
un &'e(x";_1, x";) cu proprietatea

(2.) f(xz"l) —f(x,'-l_l) = f'(f?)(x? - x?—l)
Atunci lim o, ( £+ ( f')z,gg.’) _f oo+ [/ ()] dx
Deci existd n,"eN astfel incat:

G) lo, (A8 ) Fren1+ 1 (0P dx

Desi aria laterala a lui S(fy,)

A(fA,) = ﬂZ(f(x, D+ LEONTHLENDTE (" =)

nu reprezintd suma Rlemann

<_ (V)n> 775
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os (2 1+ U &) = 20 L E WL P (1 =)

< g . R
vom ardta totusi ca diferenta lor in modul este mai mica decatE.

def

Fie n>n, = max(ngz,n,). Atunci [x?" | — &"|,|x," — &< x" —x?_1<HAnH< N,

b

tinand seama de (1.) rezulta

G- S(E

__ ¢
47(f)

S-S
de unde:
(4) |/ (1 —2/(&) <

Folosind inegalitatea (4.), obfinem:

A -0, (281478 -

- z%mx;ﬂ_l) b LM =2 (EWNIHL M EDE (" = x| <

. €
47(f)

,(V)nzn,.

2 l(f)

pl’l
n
S”Z i~ xip) <

< — (V)n>n

. l(f), S+ EDE G —x,-_o—zl(f)

Din aceasta inegalitate si inegalitatea (3.) rezulta ca pentru orice n>n,

b
‘A(fAn)—27rIf(X)x/1+[f'(X)]2dx <lam) o, L+

Ho QA (J1+(f).&" 27TJf(x)\/1+ () dx

Deci lim oy (27;7%/1 +[ £ (0] ,fl-”) exista si este egald cu
b

27 f NI+ (1) dx.

Cum aceasta are loc pentru orice sir de diviziuni (A,),n ale lui [a, b] de norma
tinzand la zero, rezulta ca suprafata de rotatie determinata de f are arie si

b
ACf)=27] fFOONT+Lf (x)]Pdx.

Teorema 2. Dacd f: [ a, b] ~R; este o functie derivabild, cu derivata continua

pe (a,b) astfel incat functia f+/1+(f ')2 are limite finite in punctele a si b, atunci

<— +——g(‘v’)n n,
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b
suprafata de rotatie determinata de fare arie si A(f) =27z h(x)dx , unde h este

a
prelungirea (prin continuitate) a lui f/1+(f ')2 la intervalul [a, b].
Exemplul 1. Sa se calculeze aria suprafetei de rotatie determinate de functia
flx)=sinx, xe [0, ).

y Functia de mai sus este derivabila cu derivata
continud pe R, deci f'satisface conditiile teoremei 3. Datorita

/X\ simetriei este suficient sd calculdm aria suprafe]ei determinate
|| .y o V4 :
< derestrictia fyaluifla 1ntervalul{0,5 . Deci,

T

2
A(f) =2A(fy) =4[ sinx1+ cos® xdx
0

Facem schimbarea de variabila u=cosx;du=-sinxdx; x=0
rezulta u=1; x=n/2 rezulta u=0.

A(f):—47r(j)\/1+u2du=477} 1+u2du:42—ﬂ[u\/1+u2 +1n(u+\/1+u2)}
1 0
= 27[[\/§+1n(1+\/§)]

Exemplul 2. Sa se calculeze aria suprafetei de rotatie determinatd de functia
f(x)=+2ax,xe (0, b] (a>0) (paraboloid de rotatie)

Aceasta functie nu este derivabila in origine, deci nu
se poate aplica teorema 3. Totusi f este derivabild cu
derivata continud pe (0,01, iar functia

\ \ FOON1+[ /()P =vav2x+a; (V)xe(0,b] are
~ £ limita finita in punctul 0;
\ lim /(O 1+ /' () = a

Deci functia /: [0, b] ~ R, definita prin:
def{a; daca x=0

h =
D T NI O, daca x (0.

este continud pe [0, b] Aplicand teorema 4. rezulta ca suprafata de rotatie
determinata de functia f(x) =+/2ax,xe [0, b] are arie si

1

0

y

1
A(f) = Zﬁlfh(x)dx _ 2w51f \2x + adx = m/Elf (2x +a)2(2x + a)'dx =
0 0 0

3 3
= 2”f [(a +2b)2 —aﬁ.

b

3
2
_ 7[\/5(2)6—;61)

2

0
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Exemplul 3. Sa se calculeze aria suprafetei obtinute prin rotirea in jurul axei Ox

2 2
M a elipsei de ecuatie ~ +25- = 1,(a>b>0).

a” b
def
/{7 X f(x)—é\/az—x Xel[-a,al.
i ~ a

4 Se obtine:

A(f)=27 [ fOWIHLS ()] dx =

— 27 j VP2 +[f () f ()] e =
a 2 4 2 .2
:Zﬁj\/b2+b—2x2+b—4x2 :27rbj\/ a 2b x%dx :27rbj —e*x?dx,
a

a a ;4 a a _g,
\/az—b2

c .. o
unde e = = — se numeste excentricitatea elipsei.

a a 2
A(f) =7 ° (j)\/ ~(ex)2dy = 7€ 1/&) —xPdx =

— a

2 2 2 2
2nbe| ( a X a > 2nbe|( a ) a 2
= —| arcsm—+x,||—| —x = —| arcsine+a,||—| —a” |=
a e a e a e e

L c 0

2the | a 2 a’ arcsine
= (—) arcsine + — 1—62:|=27Z'ab|: + 1—62:‘.

—a

a e e e

Observatie. Daca b tinde la a atunci e tinde spre zero si elipsa devine un cerc

arcsin e s )
= 1. Rezulta aria sferei

de raza a, care prin rotatie da sfera. In acest caz lim
e—>0 e

- 2
de raza a este 47a”.
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