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CALCULUL ARIILOR SUPRAFETELOR DE ROTATIE

Definitia 1. Fie E o submultime a planului R*. Spunem ¢ multimea E este
elementard daca exista un numar natural »>1 si n dreptunghiuri Dy,...,D, cu urmatoarele
proprietati:

a) dreptunghiurile D,,...,D, au laturile paralele cu axele de coordonate (adica
pentru fiecare je {1, . . ., n}, existd numerele reale a;,b;,c;,d; cu a;<bj; c;<d; astfel incat
D~=la;, bslx[cy, ds];

b) pentru fiecare i, je{1l, ..., n} cui#j, dreptunghiurile D; si D; au cel mult
o latura comuna;

¢)E=U{D;;i€e{1,...,n}}.

In acest caz aria mul]imii E, notata aria(E), este data de relatia:

A=aria(E)= Saria(D,).
i=1

Definitia 2. Fie A o multime marginita din plan. Spunem cd A are arie, daca exista
doua siruri (E,),en;(F,)uen de multimi elementare E, si F,, (n€N) astfel incat:
a) E,cAcF, oricare ar fi neN;
b) sirurile de numere reale pozitive:
(aria(E,))qen $1 (aria(F,))en sunt convergente;

¢) lim aria(E,)= lim aria(F,).
n—» 0 n—©

Daca mul]imea A4 are arie, atunci numarul real pozitiv
A=aria(4)= lim aria(E,)= lim aria(F;,) se numeste aria multimii 4.
n—» 0 n—» 0

Teorema 1. Fie 4 si B doud mulfimi marginite din plan.

1° Dacd multimile 4 si B au arie atunci mul]imile AUB; ANB; A\B au arie;

2° Daca multimile 4 si B au arie si ANB=®, atunci aria(4uB)=aria(A)+aria(B);

3° Daca multimile 4 si B au arie si B4 atunci aria(4\B)=aria(4)-aria(B).

Definitia 3.1.4. Fie a,bcR, cua<b sif:[a, b] - [0, +) o functie. Multimea din
plan delimitata de graficul functiei £, dreptele de ecuatie x=a; x=>b si axa Ox, se numeste
subgraficul functiei /'si se noteaza /

I={ (x,y) €ER*/a<x<b; 0<y<f(x)}.

Teorema 2. Fie a,pcR cua<bsifi[a, b]~ [0, +=) o functie. Daca functia f este
continua pe [a, b] atunci:
A 1° Multimea 77 din plan are arie;
2° Aria este data de:

/ aria(I” f)zlj7 f(x)dx .

Demonstratie: Fie A=(a=x("<...<x,, =b)
un sir de diviziuni astfel incat lim HAH =0.

n—»0

Notam m," -marginea inferioara a functiei f pe

o+
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intervalul inchis i marginit [x;_;, x;"] si cu M;" -marginea superioara.
Orice functie continud pe un interval Inchis si marginit J isi atinge marginile, deci:
Pu"e [x;_,, x;"] astfel incat fu;")=m,";
Fv'e [x;_, x;"] astfel incat f{v,")=M".

FieD,-nZ [X?—l ’ Xj_n] X [Olmln]9

G'=1x;_,,x;"1x[0, M1, dreptunghiuri de baza x;"-x!"_;, si inaltime m,",
respectiv M;".
Multimile elementare
Py Pn
(1) E=U D" F,=U G" verifica incluziunile
i=1 i=1

(2.) E,cIuF,
1ar ariile lor sunt:

(3.) aria(E,)= zlm (e =) = _]%f(u?)((x? — ) =0s (foul)

1 L ne n n L n n n n
(4 aria(F,)= 2 MY (xf = x{) = 2SO = xi) =0, (/v])
Functia f fiind continua este integrabila si conform cu (1.); (3.); (4.) rezulta;

b
[f(x)dx=limo, (f,ul)= limaria(E,)=
(5.) a n—o " n—»
= lim o, (f,v}) = lim aria(F))
n—>0 " n—»

Sirurile de multimi elementare (£,) si (£,) verificand relatiile (2.) si (5.), rezulta
b
multimea /;are arie si aria(/7)=| f(x)dx .

a
Consecinta 3.1.6. Daca f,g: [a, b] ~R sunt functii continue astfel incat f{x)<g(x),
(V)xe[a, b] atunci
¥ Ii={(x,y) eRY a<x<b; fix)<y<g(x)}
gr(g) cuprinsa intre graficele functiilor f'si g si dreptele
paralele la Oy care taie axele in punctele a si b are

a b x  arie si aria(l“f,g)z?[ gx)-f (x)dx]dx.

Daca g(x)>f(x)>0, (V)xe [ a, b] atunci
aria(/ j,)=aria(/ g)-aria(/).

gr (f)

Exemplul 1. Aria cercului
Cercul cu varful in origine si razi R are ecualia: (C):x*+y*=R* din care se deduc ecu-

atiile semicercurilor (C;): y=+ R* —x%,(Cy): yZ\/R2 — x? atunci:
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R R
aria(C)=2 [VR? —x?dx =4[V R? — x*dx. Facem
-R 0

schimbarea de variabila: x=Rsin¢; x=0 rezulta =0; x=R

X . T
5 7 rezulta ¢ = 5
2 2
aria(C) = 4j JR? = R*sin? tR cos tdt = 4R2Jcos2 tdt* =
0 0

51 ) 2
= 4R2I+%Stdt = 2R2j(1 +cos2t)dt = 7R’
0 0
Deci aria(C)=nR’.
Exemplul 2. Aria elipsei
¥ X2 2
') Ecuatia elipsei este (E): —+ b_2 —1=0. Ecuatiile

a
/ \ A curbelor (C)) si (C,), semielipsele situate sub Ox sau
‘3!/ a deasupra lui Ox sunt date de (C;):y = —é\/a2 —x?;
a

c b
1 (Co): y=—a’

aria (E)=

—x%:x€ela,b]

T

a a x=asint 5
aria(E)zzéj.\/a2 —xzdx:4éjx/a2 —x’dx — 42“-612 cos’ tdt =
a—a a 0 a 0

T

5 .
:4abj1+czos2t —2ab §+s1n2t
0

z
2

=mab .

0

Deci aria(E)=7ub.

Exemplul 3. Sa se gaseasca aria multimii 4 cuprinse intre cercul de ecuatie
(C):x*+y*=4px si parabola (P):y*=2px.

y2:2px x=0x=2p . , i .
— . Deci, parabola si cercul se intersecteaza in
x2+y2:4px y=0y=%2p

punctele O(0,0); P(2p,2p); O(2p,-2p). Este suficient sa calculam aria mul]imii 4,
cuprinsa intre arcul de parabold OP si arcul de cerc OP, adica aria mul{imii cuprinse

intre graficele functiilor: f(x)=+/2px ; 0<x<2p, g(x)= +/4px — x%; 0<x<2p. Functiile f'si
g fiind pozitive, avem:
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aria(A4,)=aria(/ p)-aria(/ )
P .

¥ aria(l",) =

2p
3
i oL x? 8 ,
x :Jf(x)dx:«/2pv|.x2dx:«/2p? =—p
O C2p, ) 0 0 — 3
2
4 aria(Ty)=— 7(2p)? =
] 4

aria(A)=2aria(A1)=2(ﬂp2 — gpzj = 2p2 (ﬂ' — %j
22 2
Exemplul 4. Sa se calculeze aria delimitata de curba (astroida) x3 + y3 =a3, a>0.

\S)

Notam I'={ (x, y) ERZ/-asxgy; -a<y<aj} si
2 2 2

x3 +y§:a§,a>0} . Din:
2
(-
a a

X 3 _ L. y e . 3. .
=\ — =COost; S1 = | — =Ssint¢,; rezultd x=acos rs1
a a

[SSHN )
[SSRN )

2 2 2
X
x3+y3=a3la

W | =
W | =

y=asin’t si cum ¢ scade de la /2 la 0 cand x creste de la
0 la a, avem:

0
aria(T') = 4j (asin’ £)3acos’ t(—sin)dt =

2

) l—cos2t1—cos4
=124? | sin® tcos® tdt = 12a* c20s ! cg)s tdtzgﬁaz

O 0|y

. . 3
Rezulti aria=—7a° .
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