Analiza matematica clasa a XII-a — Bacalaureat — probleme rezolvate Virgil-Mihail Zaharia

ANALIZA MATEMATICA

D;: Fie [ un interval si f,F:/— R. Functia F' se numeste primitiva a lui / daca:

1) F este derivabila;
2) F (x)=fx), Vxel

e Fie /un interval si functia f./— R care admite primitive. Dacd F), F>:I — R sunt primitive ale
functiei f, atunci Fi(x)=F»(x)+c, Vxel,ceR

. J f(x)dx ={F: 1 —> R| F primitiva a functiei f} - integrala nedefinita a functiei /'

e O functie continud pe un interval admite primitive pe acel interval

e Derivata oricarei functii derivabile pe un interval / are proprietatea lui Darboux pe /

e Daca f:/— R admite primitive pe intervalul /, atunci f are proprietatea lui Darboux pe /

e Fie fil—>R. Dacd imaginea functiei pe un subinterval Jc I nu este interval, atunci f nu admite
primitive pe /

e O functie cu puncte de discontinuitate de speta I nu admite primitive deoarece nu are proprietatea lui
Darboux

Formula de integrare prin parti.
Fie f,g:/— R functii derivabile cu derivatele continue. Aunci functiile /- g si f'g admit primitive si

[fg @dr= f() )~ [ f Wg)v.

Teorema de schimbare de variabila:
Fie IJcR intervale, ¢: 1 — J si f:J — R functii cu proprietatile:
e @ este derivabila pe /
fadmite primitiva F pe J
Atunci functia ( f o(o)'(o' admite primitiva Fog pe I.
Daca ¢ este o functie derivabila pe un interval, atunci:

a+l

D [o" () (dx=Y—=+c
a+l1

2) J%dx = Inlp(x)|+C, @ #0

P(x)
3) Ja"’(’”)'(o'(x)dx=a +C, a>0,a=1
Ina
J (o(x) —LlnMJr C, p#+ta,a#0
P (x)—a’ 2a |p(x)+a

J%dx— arctgqo( )+C,a;t0
o (x)+a a a

j\/% dx = ln((p(x) 0 () +a’ )+c, a#0

J 9 (x)

Vo' (x) -

+C, ¢2 > a?

dx = ln‘(o(x) +40*(x)—a’
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8) I ¢ () dx—arcsmqp()+C,a>0,—a<¢)<a

va' -’ (x)
9) I sin (x) - @ (x)dx = —cos @(x)+C
10) j cos p(x) - @ (x)dx = sin @(x)+C

1 [ ¢() dx = tgp(x)+C, go(x);t(2k+l)— VkeZVxel
cos qo()

12) [-22 AC NN —ctgp(x)+C, o(x)#kn,Vke Z,Vxel
sin go( )

13) thqo(x) @ (x)dx = —1n|cos (p(x)| +C, @(x) = (2k+ 1)%,Vk eZ,VNxel
14) Jctg(p(x) @ (x)dx = 1n|sin (p(x)|+C , o(x)#kn,VkeZ Vxel

P(x)

@’

D,: O functie rationald £, definita pe un interval /, este de forma f (x): Vxel, Q(x)#0, unde

P,0 € R[X].

Dj;: O functie rationald se numeste functie rationala simpla daca are una din formele:
1) f(x)=P(x), PeR[X]

2) fv)=

-, A,acR,neN’

(x-a)

3) f=—B L BabeRa -4b<0,neN
(x2+ax+b)

e Orice functie rationala se poate descompune, in mod unic, in suma de functii rationale simple
Dy: Fie F:1 — R o primitiva a functiei continue f:/ — R. Se numeste integrala definitd a functiei /' de la

b
a la b, numarul real notat si definit prin relatia I f(x)dx = F(b)— F(a) (formula Leibniz-Newton)
b b
—I(/If( )+y g dx ﬂ_[f dx+ng(x)dx,(V)/1,/¢eR

—(‘v’)ceI,jf(x)dxzjf(x)dx+jf(x)dx

b

~(3)celab)ai. J.f(x)dx = f(c)-(b—a)

a

b
—Daca f >0 pe [a,b], atunci Jf(x)dx >0

b b
—Daca f < g pe [a,b], atunci jf(x)dx < Ig(x)dx

b
—Daca m,M € R sunt astfel incAt m < f(x) <M, (V) x €[a,b], atunci m(b—a) < jf(x)deM(b—a)

a



Analiza matematica clasa a XII-a — Bacalaureat — probleme rezolvate Virgil-Mihail Zaharia

jlf(x)dx < j|f(x1dx

Ds: Fie a,b € R, a < bsi functia continud pozitiva f : [a,b] —>R. .

Multimea T, = {(x,y) eR’/a<x<h,0<y< f(x)} se numeste subgraficul functiei f..

Dy: Functia f: [a,b] — R se numeste continud pe portiuni daca are cel mult un numar finit, nenul,

de puncte de discontinuitate si acestea sunt puncte de discontinuitate de speta Intai.
-Fie f,g :[a,b] > R astfelincat f(x)=g(x),(¥)x e (a,b) si g este continud. Atunci feste integrabila pe

b b
[a,b] si Jf(x)dx = Jg(x)dx.
b ¢
-O functie /:[a,b]—> R continua pe portiuni este integrabila pe [a,b] si I F(x)dx = Zp: J £, (x)dx , unde
=1

fitle.c] >R i= 1, p sunt functiile asociate lui f.
-Fie f,g :I — R derivabile cu derivate continue. Dacad a,b € [ , atunci:
b

J 7(0)-¢/(oh = 1(0)- o)’ — (5ol

a

-Daca ¢ : I — [ este derivabila, cu derivata continud si f:/ — R este continud, dacd a,b € [ , atunci
b o(b)
[ 7o) skt = | ek
a p(a)

-Fie f,g:[a,b]—> R continue a.i. g(x)< f(x),(¥) x €[a,b] .Daca
b

r,,= {(x,y) eR*/a<x<bh, g(x) <y< f(x)} atunci aria (Ff’g)z J(f(x)—g(x))dx.

a

-Fie f:[a,b] > R continua. Multimea V = {(x,y,z) eR’/\y' +2° < |f(x)|} se numeste corpul de rotatie

b
in jurul axei Ox determinat de functia f* Volumul acestui corp este V' = 72"[ f? (x)dx.

a

-Fie f: [a,b] — R o functie derivabila cu derivata continua. Lungimea graficului functiei este
b

1(f)=[N1+(f'(x)) ax.

a

-Fie f:[a,b] >R, continua. ¢= {(x, y,2)eRM\y* +22 = f(x),a<x< b} se numeste suprafata de

b
rotatie daterminata de functia f Aria acestei suprafete este A( f ) =2r J f (x h 1+ ( f ’(x))2 dx.
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Probleme rezolvate

X’ +e, x<0

Jx+1L, x>0

a) Sa se arate ca functia fadmite primitive pe R.
0

b) Si se calculeze I xf (x)dx.

-1

1. Se considerd functia f:R >R, f(x)= {

¢) Sa se determine volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a graficului functiei

g :[0:1]1-R, g (x) =f(x) .

R. a) O functie admite primitive daca este continua pe domeniul de definitie. Problema continuitatii se
pune 1n punctul xp=0. Calculam limitele laterale:

lim £ (x) = lim (x> + ) = 0> +-¢’ =1, lim £ (x) =lim (Vx +1) =0+ 1 =1 §i f(0)=1. Acestea sunt
<0 <0 =0 >0

egale si atunci functia este continua pe R, deci admite primitive pe R.

0 0 4 int.prin

+J‘x'(ex)ydx=0——(_i) piri
_1 —1

jl (e _ 1 0 -1 I X _ 1 1 X
- x~edx-—z+0~e —(-1)e —jedx-—ZJr;—e

b) ixf(x)dxz jlx()c2 +e’“)dx= jx3dx+ixexdx=%

-1 -1

0 0 1 1 _
+ xe” 0 !

-1 -1
1 1 1 2 5 8-5e
+ .
e e e 4 de

b

¢) Formula pentru calculul volumului este: Vo/ (C f) = 7z'|. /7 (x)dx. Avem

a

1

Vol(Cg) zﬂjgz (x)dx = ﬂj(ﬁ+l)2 dx = ﬂj(x+2\/;+l)dx= ﬂ[jxdx+2jﬁdx+jldxj =

0 0 0
1
2 b 1 L 1 2 34446 13
=7 — +2Ix2dx+x| =l —+2—| +1 =(—+2'—'1+1j7z= T=—T7
2], 5 0 2773 2773 6 6
2y

2. Se considera functiile £,F:R— R date prin fix)=xe" si F(x)=(x—1)¢".
a) Sa se verifice ca functia F este o primitiva a functiei /.
b) Sa se calculeze aria suprafetei plane determinate de graficul functiei f, axa Ox si dreptele x = 0 si x
=1.
2

(fOO)-(10) , x+1

¢) Sa se demonstreze ca J dt = — 2 pentru orice x>1.

1 /(1) x

R. a) F'(x)z(x—l)'ex+(x—l)(ex)'=ex+(x—l)ex zex(1+x—1)=xex.

b) Aria, :jf(x)dx:F(x)|; —F(1)-F(0)=(1-1)¢' =(0-1)¢" =1.

'

c)(f'(r)J:(f'(r))'~f(f)—f'(t)~(f(r))' £SO =101 0) SO0 (1)

U /(1) /(1) ’
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TP 0L L

X

PLOO- (@) (SO SO @ .
=0 dz_!(f(f)Jdt_f(f)L_f(x) 0 a1

<-1
3. Se considera functia f:R—>R, f(x)= ee, x .
2+x, x>-1

a) Sa se arate ca functia fadmite primitive pe R.
b) Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox, a graficului functiei

g[0,2]—R , g(x)=Ax), x€[0,2].
[
¢) Sa se calculeze I—dx.
e
-2
R. a) Determindm continuitatea functiei In punctul xo= —1. 11m1 f ( ) = lim] eef=e-e'=e"=1;

x<—1 x<—1

lim f(x)=1lim(2+x)=2-1= 1;}Lr{11f(x) =}Lr{11f(x) =1 = functia este continui in xo=—1 si este

x—-1 x—>—1
x>=1 x>=1 x<-1 x>=1

continud pe R, deci admite primitive pe R.

b) Volumul se calculeazi dupi formula: Vol (C f) = n_[ 2 (x)dx.

r 2 2 3
2 X X
Vol(Cg)zﬂj(2+x) dx=7z_[(4+4x+x2)dx=7z(4x+4?+?j

0

0
8 24 4+24+8 56
=r|8+8+—<|=——F7m="F
3 3 3
0 -1 0 -1 ' NG o
c)jxf—(x)dx J edx+1J‘(2x+xz)dx=J‘x(ex)a’x+l x2+x— = xe” 1 Iexd —l(l—l
e e e 3 - e 3
-2 -2 -1 ) -1 )
—xe’“_l—ex_l—izex(x—l)‘_l—£=—2e'1+3e"2—%e"1:3e'2—§e‘1:%—§:9‘3—28,
-2 2 3e 2 3e 3 3 e 3e 3e

4. Se considera functia g :R—R, g(x)=(x+1)3 -3x* 1.
1
a) Sa se calculeze j g(x)dx

b) Sa se determine numarul real a >1 astfel incat J. g(x)- x3) -e"dx = 6e”.
1

1
¢) Sa se calculeze J(3x2 + 3) g™ (x)dx.

R. a) j.g(x)dx j. x+1) 32 —l)d I( ;93/2/+3x%f73/f/f)d Jx +3x

0

N | W
Il
NG N
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b) g(x)=x"+3x si ]I.(g (x) - x3) cefdx = ]I.(x3 +3x - x3) cetdx = ]1.3xexdx = 3]1.x(ex)'dx =
1 1 1

1

:3(xex la —]I.x'e’“dsz.’)(ae“ —e—]z.exdxj=3(ae“ —e—e"‘f)z.’)(ae”/—e“%)zi%e“ (a—l).
1 1

Obtinem 3¢ (a—1)=6¢|:3¢" =a-1=2=a=3.

1 g(x)=x+3x

c) j)'(?mz " 3) . g2009 (x)dx _ j)'gzoos) (x) . g'(x)dx _ g2009 (x)‘ _

0

2009

=(B+31)"7 —(0* +3-0)" =4,

5. Se considera functia : f:R— R, flx)=x+e™.
a) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei £, axa Ox si dreptele de ecuatii
x=0six=1.
1

2 2
Zie 1 pentru orice xéR , sa se demonstreze ca J.e Y dx >

b) Folosind faptul ca x

W

0
¢) Sa se determine volumul corpului obtinut prin rotatia, in jurul axei Ox , a graficului functiei
g [0,1]=R, gx)=f )+ f ().

R.2) Arl’a(ff):_(i:f(x)dx:j;(ere_x)dx:(x_z_e_xj;

2 2
b) Din x> +e ¥ =1 obtinem e * >1-x? si integrim inegalitatea pe intervalul [0,1] =
1

1 2

1 1
Je*dxzj(l—xz)dxz[x—x—;]() =1-—=—.

3 3
0 0

b
¢) g(x)=f(x)+f(-x)=x+e —x+e' =e* +e" sivolumul este dat de: VZEJfZ (x)dx

1

1 L -2x 2x
Vzﬂj(e"x+ex)2dx=7zj(e'2x+2+ez’“)dx=7z(—e +2x+e j
2 2
0 0
(—6_2+4+€2 —e°+e0j_e2+4—e'2

2 2 2

0

T.

6. Se consideri functia /:R—R, f(x) =x* + e +1.
a) Sa se arate cd orice primitiva a functiei f'este crescatoare pe R .

1
b) Si se calculeze jxf (x)dx.
0

¢ f(l
¢) Sa se demonstreze ca j f (Inx) dx =e+ 1 )

X 3

R. a) O primitivé a functiei feste F:R — R, astfel incat F''(x) =f(x) sif (x) =x>+ e +1 > 0 ca suma
de functii pozitive = F''(x) > 0. Daca derivata este pozitiva atunci functia este crescatoare, adica F' este
functie crescatoare V xeR.
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) j;xf(x)deJ:x(xz +e" +1)dx=i(x3 + xe* +x)dx=(%4+ex (x—1)+x72]

int prin
parti

J.xexdxzjx(ex)'dx = xe" —Jexdxzxex —e"+C=e¢" (x—1)+C

0

| 0 3 7
=—+e(l-1)+=-e (0-1)=—+1=—.
Lee(enel-e0-n=2 =]
e ln e 2 Inx e 2
c)Jf( x)dxzj.wdxzj. In x+ln_x+l dx:(*).Calcuémprimitiveleseparat:
X 1 X A X X
schimbare
2 devariabila 3
jln xdxzjlnzx-ldx:jlnzx-(lnx)'dx = lnX+C
X X 3
Inx . In* x 1
—dx=J.lnx-(lnx) dx = +C; ~I.—a’x:lnx+C.
X X
o (I x In’x " Ine In’x In*1 In’1 11, 2+3+6 11
(%)= + +Inx | = + +lhhe—-———-Inl=—+—+1=""=—.
3 1 3 2 = 3 2 % 3 2 6 6

7. Se considera functia f:[1,+00)—R, f(x) :_(1+1 )
X nx

a) Sa se calculeze J.f’(x)dx.
1

b) Sa se arate ca orice primitiva a functiei f este crescatoare pe [1,+o) .
¢) Si se determine numarul real ae(1,e?) astfel incat aria suprafetei plane determinate de graficul

e

functiei £, axa Ox, dreptele de ecuatii x=a si x=¢” sa fie egald cu ln%.
1 B 1 _ 1 11

e 1
_ — —=——1.
1 (x(l+lnx)l e(1+lne) 1(1+ln1) e(1+1) 1 2e

b) Fie F :[1,+=) — R primitiva a functiei f; atunci F’(x)=fx), V x€[1,+). Din x€[1,+0) = x>0, Inx>0 si
atunci f{x)>0. Daca derivata unei functii F’(x)=f(x)>0 atunci functia F’ este crescatoare pe [1,+).

R. a) jf'(x)dxzf(x)

: T T T *(1+1Inx) &

Aria(T =J d:J—d :J—'—d =I—d =In(1+1 =

© rla( f) af(x)x ax(1+1nx) g al+lnx X g I+Inx g n(+nx)|a
3

=In(l+mne’)-In(1+lna)=m(1+2)-In(1+Ina)=mn3-In(1+Ilna)=1 .

n(l+Ine’)=In(1+Ina)=In(1+2)~In(l+Ina)=In3-In(1+Ina) N
Din/lrza(l“f)zlné obtinem: 3 =§:>1+lna=2:>lna=1:>a=ee(1,ez)

' 2 l+lna 2

8. Se considera functiile f,g:(0,+90)—R date prin fix)= €' si g(x)= 1 .
X
a) Sa se calculeze primitivele functiei f+g.

(f2 (x)+g2 (x))dxz

4 2
. . e —e +1
b) Sa se arate ca .

e L
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¢) Folosind eventual faptul ci 2ab<a*+b*, pentru orice a,beR , si se demonstreze ci
2

42
J‘er.ldxge—e-i_l
4

X
1 . 1 .
J.( —jdx Jedx+I—dx=e +Inx+C.
X X

2

b) j(f2 (x)+g2(x))dx:j(ezx +x_12jdx:(e;x —%I

1

~

N
—

—
~

J’_
0Q

Il

et—e’ —1+2 _ et —e’ +1
2 2
¢) fix), g(x)eR, folosind relatia 2ab<a*+b* avem 2:fx) - gx)<f 2(x)+g2(x). Integram inegalitatea pe
intervalul [1,2] si obtinem:
2

ij(x)-g(x)dxsZj.(fz(x)+g2(x))dx:M:J.f(x)-g(x)de#.

2

1

9. Se considera integralele 7, = J ol +11 dx pentru orice neN” .
X+

n

0
a) Sa se calculeze [ .
b) Folosind, eventual, faptul ca ¥ <x, pentru orice x€[0,1] , sa se demonstreze ca I, < [;.

< < 1 . *
¢) Sa se demonstreze ca 7, +1, = P +2In2 pentru orice neN .
n+

R. a) Pentru n=1 se obtine: /, = I X
X+
0

dx —Jldx A =1.

[ 2
b) 1, :Jx 1 i Dinx?<x, ¥ x€[0,1] se obtine ¥+1 <xt1= X 1< X+1

, Vx€[0,1]; integram pe
! x+1 x+1 x+1

L 5 1
intervalul [0,1] si se obtine Ix +1dxﬁjx+ldxz>lz <.
/ x+1 x+1

1 1

n+l 1 n+l n 1 n
x"(x+1)+2
0 In+1+1n=Jx o J‘x 1, J‘ ER dx=Ix +1+x +1dx=J' (x+1) e
. x+1 / x+1 d x+1 x+1 / x+1 d x+1

1 n+l
J(x +—jdx— s +2In(x+1)
. x+1 n+l .

10. Se considera functiile /', g: R—R, f(x) =

:L+2ln2—2ln1:L+2ln2.
n+l1 n+l1

l . e —1
i g (x) =~

a) Sa se verifice ca functia g este o primitiva a functiei f.

1
b) Si se calculeze jf(x)g(x)dx.
0

¢) Sa se demonstreze ca

o —
~
—
=
~—~
oQ
—
=
~
&

Il
—
~
—
=
~—~
oQ
—
=
~—~
&
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! 2 2 2 2
' & —1 2e"-e”—(ex—l)-e)C /-(Zex—ex+l) ¥ +1
R.a) g (x) = = =

> (ex )2 = % == f(x), adicd g este

Virgil-Mihail Zaharia

o primitiva a lui f.

e
1 1 2x 2x ! 2 2 0 0 2

b= (e —e? Vav=|E_ € | 2, | e|_e, 1
!f(X)g(X)x !(e ™) (2+2j0 2 2 22T e

2x 2x
c) f(x)ze ex+1=eex e—xzeere o :>f'(x)=(e")'+(e”‘)'=ex+(—x)'efx—e"—efx

2x 2x

-1 1

N S Rt

1)) = 1620 = | FSNelos = [ () (b
0 0

11. Se considera functia /:(0,+0)—>R, f(x)= nx
X

X

a) Sa se calculeze J.(f(x)—ln—xjdx i

1

62

b) Sa se verifice ca Jf(x)dx =7

+1
o

¢) Sa se arate ca sirul care are termenul general 7, = j ( f(x) —x)dx, n>1 este o progresie aritmetica

&

curatia 1.

R. j(f(x lnxj ( —ln—xjdx jxdxz%z
b)_[f = (—+x] Ilnx —dx+dex Ilnx (Inx)' dx+%2l =

1n2e
= — +—_—: —f
2 2 2 2

¢) Daci diferenta a doi termeni consecutivi este constanté atunci este progresie aritmetica.

en+2 en+1 7 +1 n+2 n+1

2 ¢ 2 _|¢

I, —1, = jl(f(x)‘x)dx‘_[(f(X)—X)dx— Iln_xd _Jlnxdlen 7wl

. X x 2 . 2

1n2 en+2 _1n2 en+l 1n2 en+l _1n2 en B (n+2)2 _(n+1)2 _(n+1)2 +n2
- 2

e

2 e
In® x

2

J+ n
e e

2
_ AR+ 4 2 1A 2~
2

:%:1 si atunci r = 1.
2
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12. Se considera functiile £, :[0,1] — R definite prin Su)=m>H(m*—m+1) x+1, unde meR.

a) Sa se calculeze _[ 1 (x)dx.

1
b) Sa se calculeze J e fy (x)dx

0
1
¢) S se determine meR” astfel incat J S (x)dx==
0

3 2
R. a) J.fl(x)dxzj.(xz+x+1)dx:%+%+x+c_
int. prin 1

(x+1)( )ydx p;ﬁ (x+1)eX;—Iexdx=
0 )

1

j.exf0 (x)dxzje" (x+1)dx =

ot—._

b)

1

©) JAfm ()c)cz’)c=j(m2)c2+(n12 —m+1)x+1)dx=(m2%3+(m2—m+1)%2+xj

0

0 0
m> m’—m+1 2m* +3m° =3m+3+6  Sm’-3m+9 .
=—Ft— 1= = 51
3 2 6 6
2
> 63m+9 3‘-6Z>Sm2—3m+9=9:> 5m2—3m:0:>m(5m—3):0:>m1=0,m2=§.Din

&
s In" x
13. Pentru fiecare neN se considerd integralele /, = J

dx .
X

e
a) Sa se verifice ca [y =1.

b) Sa se calculeze I;.
n+l _ 1

¢) Folosind, eventual, faptul cd 1< Inx <2, Vx e[e,ez} sd se demonstreze cd 1< " <2".VneN,
n+
pentru orice neN.
R. 2) JO_J'IH X dx _J dr=Tnx" =Ine’ ~Ine=2-1=1.
e 2 2 2 2 _
b)Il—jlnxd Jlnx c—dx = Ilnx (Inx)' dx—ln x| e e 4 1:3.
) 2, 2 2 2 2
. 2T o g n " o edT] In” 2"
¢) Din 1< Inx <2, Vxe[e,e ] prin ridicare la puterea neN= 1" <In" x <2"|:x = —< T2 si
X X X
e e n e n 5 n+l < 2
integram inegalitatea pe [e,ez]: Jldxﬁ_[ln xdeJ‘Z ‘< In™ x <2 =
X )X ) X ¢ n+1 e
n+l 2 n+l n+l _ qn+l n+l
zlne2—lneﬁln—ln<2”(lne2—lne):>2—1£i£2 (2-1)=1< 2 1£2”.
n+1 n+1 n+1

10



Analiza matematica clasa a XII-a — Bacalaureat — probleme rezolvate Virgil-Mihail Zaharia

14. Se considera functia /:[-4,4] >R, f(x)=v16-x>.

4
a) Si se calculeze I £ (x)dx

NA
b) Sa se verifice ca I Y x=0.
pVIE

¢) Sa se demonstreze ca 0 < If(x)dx <8, oricare ar fi me[0,2] .
0

R. a) jf E(m x )dx=(16x—%3j

4

3 —_—
6.4 F 19264128
3 3 3

0

=—16-x*| =—(16-5-416-5)=0, sau

N
P -Lf( JA\/16 x° I\/ -x’ “

determindm paritatea functiei g : [—\/g A5 ] —>R,g(x)= al

16—x>

=-g (x) , functie impara pe intervalul simetric [—\/g ,\/g ] =

Cfe () V6w

J5
X
[
I ()
¢) Consideram expresiile 4 + x si 4 — x, unde x€[0,m], care sunt pozitive si aplicim inegalitatea mediilor:

OSx/Ega—;b: 0< (4+x)(4 x) w = 0<+/16-x* <4. Integrim inegalitatea pe

intervalul [0,m], se obtine: 0 < J\/16 —x’dx < J4dx =0< Jf(x)dx < 4x|0m =4m, dar m <2 si atunci
0
4m<8 siavem 0 ij(x)dx <8.
15. Se considera functia f:[0,1]—R definitd prin f(x)=e"Vx’+1.

lf(

x2+1

a) Sa se verifice ca I dc=e—1.
b) Sa se determine aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei g:R—R, g(x)=xe " f (x),
axa Ox si dreptele de ecuatiix =0six =1 .

1
¢) Sa se calculeze J\/xz +1-f(x)dx.
|

7/ 1
R.a)j. f(x) dxzj.ex *1 dx=jexdx=ex S
0\/x2+1 0 +1 0

11



Analiza matematica clasa a XII-a — Bacalaureat — probleme rezolvate Virgil-Mihail Zaharia

16.

17.

b) g(x)zx-e’x-ex-\/x2+l zx-e’x”-\/x2+l zx\/x2+1 si

1 1 2 =
aria(r,) = [ w1 =L [ (2 +1) (7 1) e =1 Gad) -4 (2 +1)] -
0 20 2 l+1 /Z 3 0
2 0
2

:%'(\/(12“)3‘\/(02+1)3j=1(@—ﬁ) (2f—1) ‘/;1
¢) J\/x_+f dx = jme \/x_+dx Jex(xz+1)dxln;€r2nj‘(x2+1).(gf)vdx:

-1 -1

1
(x +1 Ier’“dx 2e—2e! ZI dx 2e—2¢! 2[ ’“ll—J.e’“dez
-1
=2e—2e’1—2(e+e’l—e)‘l )zZe—Ze’l—2(e+e’l—e+e’l):2e—6e’l =2(e—§j.
- e

3
Se considera integralele 7, =I
2

n

zx dx , neN.
x" -1

a) Sa se verifice cad [, = %ln% .

b) Sa se calculeze /.
3n+1 _ An+l
¢) Sa se demonstreze ca 1,,, — 1, =———, pentru orice neN.

n+1
2o e (232,23
2 4 3) 2 4 1 2 2

3 (2
1 (x —1 SN | 1,8
b) II_J — dx—2 = dx— 1n(x —1)|2:E(1n8—1n3)zzln§.

2

X — 1

3 0 3
x
R. a) IO=Jx2 dx = J 5 dx——lnx+1
2

x° =
2

3 n+2 3 n 3 n+2 n 3 n+2 _ .n 3X"M
c) I,HZ—I,,:J‘X2 dx—J 2x 1dx:,[()2 - 2x de:J‘x > al dxz-[ 5 dx =
2x—l ) X7 - 2x—lx—l 2x—l 2}/1
3 n+l 3 n+l n+l
3 =2
= Ix”dx = = , VneN.
n+1| n+l1

Se considera functia f:(0,+00)—R definita prin f (x)=lnx—x .
2

a) Si se calculeze I(x —f(x)+ lnx)2 dx .
1
b) Sa se demonstreze ca orice primitiva F a functiei f este concava pe intervalul (1,+o0) .
¢) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei /4:[1,e]—R, A(x) = f(x) + x,
axa Ox si dreptele x =1 si x=e.

12



Analiza matematica clasa a XII-a — Bacalaureat — probleme rezolvate Virgil-Mihail Zaharia
2 2 2

R. a) I(x—f(x)+lnx)2 dxzj‘( I a’x 4

3 3
42 :4[§_1j:4.12§,
3 3) \373)7737 3

b) F primitiva a functiei £, atunci F*(x) = fix) si F'(x) =f'(x) i f'(x)= 1 —-1= I=x .
X X
Tabelul de semn:
x K 1 +oo
F)=f'(x) |++++++0--mcmomoaaaao--
Pe (1,+), F”(x)<0= F este concava pe (1,+).
¢) n:[1,e]—R, h(x)=fix)+x = Inx —x + x = Inx si
int. prin e e
parti .
Arla Ih dx = Ilnxdx Jlnx = xlnx|i—Jx‘ldx=elne—1~ln1—J1dx=
X
1

=e—x|1 =e—e+l=1.

18. Se considera functia /: (0,40) > R, f(x)=¢" +Inx.

a) Stiind cd g:(0,4%) > R, g(x) = f(x)—Inx, sd se verifice ca Jg(x)dx:g(x)+C, x>0.

b) Si se calculeze J f(x)dx
1

e

¢) Sa se demonstreze ca J xf (xz)dx =

1

R.a) g(x)=f(x)-Inx=¢"+Inx—Inx=e"si Ig(x)dxzjexdx:ex +C=g(x)+C, Vx>0.

2
e’ +et—e+1
2

int. prin
parti

b) If(x)dx Je +lnx dx = I de+J.lnxdx—e| +Jlnx dx-e e+

1 1
+x1nx|i)—Jl'xdx=e—1+eli1,g—1~1_nH1—J‘1dx=e—1+e—0—x|f =2e—-1-e+l=e.
X =1 =0

schimb.de
variabila

¢) JAxf(xz)dx=JAx(e"2 +1n)c2)cz’)c:%je’vz (xz)y dx+%jlnx2 ~(x2)y dx =

1 1 1

e e

e +2e —é —e+1

:l(exz+x21nx2—x2)e 1 e’ +é lne —e'—¢' —121n12+1
2 2

1 ,2 —0 2
e"2+ez—e+1
1
Jlnx dx Jlnudu—Jlnu du = ulnu—J.u-—duzulnu—u+C=x21nx2—xz+C.
mt.'pr_'in u
u=x ,du:(xz)'dx part
1 1

19. Se considera functia f:(0,+0)—>R, f(x)=——
X

13



Analiza matematica clasa a XII-a — Bacalaureat — probleme rezolvate

Virgil-Mihail Zaharia

e

a) Sa se calculeze J‘x{f(x)-i-;)z]dx )

1 (x+l

b) Sa se arate ca orice primitiva a functiei f este crescatoare pe (0,+0).

¢) Sa se verifice ca Jf'(x)f(x)dx = —%.

¢l 1 1 co 1
R. a) dx=|x| —=- + dx=|x-—dx=|—dx=
I [ x+1f} ! [xz (x+1)° (x+1f} ! x? !x

zlnx|1 =lne-Inl=1

b) Fie F:(0,+0)—R, F’(x)=f(x) primitiva a functiei f. Atunci
2_ 2 2 2
+1)" - -
(x)= (x2 ) ); =2 +22x +1 2x = 22x 1 52 0, Vx € (0,+00) = F’(x)20 si atunci functia F
x“(x+1) x“(x+1) x“(x+1)

este crescatoare pe (0,+o).

, o eef rfe-ro (0 0 Y (101 )
c) _[f (x)f(x)dx—_[f(x)f (x)dx = > I = 5 =3 {?—WJ —[1_2_(1“)21 =

20. Se considera functiile £,F:R—R definite prin f{x)=e *si F(x)= J. f(t)dr .

0
a) Sa se arate ca F(x)=—f (x)+1, pentru orice xeR.

b) Sa se demonstreze ca functia #:R—R, A(x)=F(x)—f (x) este concava pe R.
1

¢) Sa se calculeze Ix~f(x2)dx
0

X
R.a) F(x _[f dt—je_tdt:—e_l
0

b) h(x)=F(x) f ()= - flx)+1-Ax)=1 — 2f(x) si h(x)= - 2f"(x), iar A" (x)= —2f"(x).
f'(x)= (e_x) =(-x) et == si f"(x)= (—e_x) =—(—x)" (e_x) =¢ . Cum e " >0,VxeR,
f (x)>0 = h"(x)<0 $1 h este concava pe R.

o (e[ oot fir) e

0
_ 1 l—l _ l-e_e-1
2\e 2e 2e

21. Se considera functia /: R—>R, f(x)=3"+3"".

z—e_x+eO=—e_x+1:—f(x)+l

a) Sa se calculeze I f (x)dx

14



Analiza matematica clasa a XII-a — Bacalaureat — probleme rezolvate Virgil-Mihail Zaharia

22,

b) Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia, in jurul axei Ox, a graficului functiei
2:[0,1]-R, g(x) =3,

¢) Sa se arate ca orice primitiva ' a functiei f'este concava pe (-,0] si convexa pe [0, +o) .

1 1 1
3x 3—x 31 3—1 3—1 31
R.a J d =j a3 x| o3 ) 233 (33
)lf(x)x ( )x (lnS ln3j In3 In3 [1n3 ln3j

-1

6—2
_3—3"—3’1+3_ 5_ 16
In3 In3 31n3'
) N x 3 x(32-3
b)Vol Jg )dx = nJ3'de——J3'”~ —2x)'dx=-"=- == -
2 1r130 2 In3
1 £
1 9 T 9 _ 4z

m3 7 In3 93’
) Fle F:R — R, primitiva a lui f pe R, atunci F'(x)=f(x) si F"(x)=f"(x),
A (x) =3"In3-3"In3= ln3(3x - 3”) si tabelul de semn pentru derivata:

X -00 0
“+o00
F'= | ---mmmmmmm-m - O++++++++
') ++

Pe (-»,0], F"(x)< 0 = F este concava, iar pe [0,+«), F"(x)> 0 = F este convexa.

Se considerd functia f: [2, +o)—>R, f(x)= 1, Ll .
X x-
a) Si se calculeze J(f (x)- Llj dx .
x —_—
2

b) Sa se arate ca orice primitiva F a functiei f'este convexa pe [2,+).

¢) Sa se determine a>2 astfel incat aria suprafetei plane marginite de graficul functiei f'axa Ox si

dreptele de ecuatii x=2 si x=a sa fie egald cu In 3.

Ra)j( ——jdx [/Z/Zjdx j dr=Inxf =lne-In2=1-In2.

b). F este concava daca F"'(x) <0 pe [2,+). Calculam derlvata a doua a functiei F: F''(x) = f(x) si
; 1y (1Y) 1 1 1 1 o
F'"(x)= f( )= + =——-————5=-|—F5+t——=|>0,Vx€[2,+00)siatunci "
X x—1 X (x-1) X (x-1)

este concava pe [2,+).

a—1
¢) Arza Jf Jdx=Inx+In(a—1)-In2=1In (2 )siAria(Fj)=ln3:>
-1 -1
lna(a2 ):1n3:>a(a2 ) 3 —a—6md—a—6-0
I a =5 2
_h+ 2 _ 1~ ~ T
A=b—dac=A=25=+JA =5, alzzu: 2 .
’ 2a 1+5
4= =3

15
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Cum @>2, valoarea ceruta este a=3.

23. Se considera functiile f, F: [1, +o)—R, date prin f(x) =Inx+ 1 siF(x)=(x +Dnx —x +1.
X

a) Sa se arate ca functia F' este o primitiva a functiei 1.

2
b) Sa se calculeze J. f (e

2 2
3In2-1
¢) Sa se demonstreze céJ‘f(x)F(x)dx:(n#)
1
R.a) F'(x)=(x+1)Inx+(x+1)(Inx)—x+ 1" =Inx+(x+1)- 2 ~1=1 f“/
X
1
:1 —_— .
nx—i—x f(x)

:((e* +1)1nex —e" +1)L2 2(62 +1)lne2 - +1—[(e+1)1ne—e+1]:

b) J.f(e)‘)dsz(ex)l2
2(62+1)-2—e2;|/f—(e+1)-1+e;/f=2ez+2—62 e —l;tézez+l.

=0

C)jf(x)F(x)dx:j‘F(x)F,() _F2x| ((2+1)In2- 2+12) (21n1—1+1)2:
_(3m2-1y
o

2
24. Se considera integralele /, = J x"e*dx,neN.
1

a) Sa se calculeze /) .
b) Sasearatecal, = e

¢) Sascarateca (n+1)1,+1,,, = e(Z”“e — 1) , pentru orice neN.

2

1 zez—eze(e—l).

2 2
R.a) ], = Jxoexdx = Jexdx =e"
1 1

2 int. prin
parti

2 2 2
b) IIZIxedeZJx(ex)'dx = xex‘lz—jx'exdx=2ez—e—J‘exdx=2ez—e—ex
1 1

1 1
2 2 2
=2e e—e;lé:e

2

1

2 2
J ’”l edx =2""er — 1" e— (n + I)J.x"exdx =
1

1

I, 2n+1 P—e—(n+\)I, =1, +1,=2""¢ —e= e(Z””e—l), pentru orice neN.

n+l

25. Se considera functia R — R de forma f{x) = X+ mx® + nx + p unde m,n,peR

16



Analiza matematica clasa a XII-a — Bacalaureat — probleme rezolvate Virgil-Mihail Zaharia

1
a) Pentru m =0, n =—3, p =2, si se calculeze Jf(x)dx

b) Si se determine m,n,peR stiind ca f'(—=1)=f'(1) =0 si ca If(x)dx =4,

X

¢) Si se calculeze lim i4 f(t)dt
X—>+00 X

R.a) Pentrum=0,n=-3,p=2, avem flx) =x° —3x +2si

1 1 4 2 !
1 3 1-6+8 3
xdxzj X =3x42)de=| -3 4 2x| =—-242= =—.
-([f() 0( ) (4 2 , 4 4

b) f'(x)=3x2+2mx+n si
{f'(—)=3—2m+n {3—2m+n=0 {—2m+n=—3

=
f'(1)=3+2m+n 3+42m+n=0 +2m+n=-3

2n=-6=>n=-3sim=0

=431—§+p—(l—§—p):4:2p:4:p:2.

x4 3 2
=—+4+m—+n—+ pxsi
4 3 2 prs

( ) t4 3 t2
£ +mt® +nt+p dl—(—+m—+n—+ptj
4 3 2 .

)
~
—
~
—_
~
~
Y
o'—.x

26. Se considera functiile /', g : (0,+ ©)—R definite prin ' (x) =1+ Inx si g (x) =xIn x .
a) Sa se arate cd g este o primitiva a functiei /.

b) Si se calculeze Jf(x) -g(x)dx.

1
¢) Sa se determine aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei g, axa Ox si dreptele de ecuatii
x=lgix=e.

R. a) g'(x):(xlnx)':x'lnx+x(lnx)'zlnx+x'l:1nx+l = f(x) = g este o primitiva a functiei /.
x

e e Iudu:u—zz+C 2( )e |
X
b) [/(x)g(x)dr=[g(x)g'(x)ar = F2| =2(g*(e)-5"(1))=
1 1 1
2
zl(ezlnze—lzlnzl)zlez-lzze—.
2 2 2
€ 3
¢) Vol (C J'f )dx = ﬂ—(ln x—zlnx+2j -z e—(lnze—zlne+zj—
3 9) 3 3 9

3 3_
_l(ln21_zln1+zj - e_(l_g_'_zj_l‘g :56 2.
3 3 9 30 3. 9) 39 27
Am calculat primitiva:

17
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3 3
Jf dx Jx In? xdx——ln x——Jx In xdx = —In x _2 x—lnx—lJ‘ x’dx | =
3 3 303 3

3 3
:—1n x—z—lnx+z x—+C— In? x—glnx+2 +C.
3 9 9 3 3 3 9

f(¥)=In*x= f'(x)=2lnx-  |f(x)=lnx= f'(x)=2
X X

g'(X):xzzg(x):x? g'(x)szzg(x):x?

27. Se considera functia /:R—R, / (x)=x"""*+2009" .
a) Sa se determine | f(x)dx .
b) Sa se arate ca orice primitiva a functiei f este functie crescatoare pe R.

1
S se calcul I 2Vix .
¢) Sa se calculeze Ox f(x )dx

, 5 009"
R.a _[ x deI X' +2009" ) dx = —+ +
) |/ (x)dx=|( ) 1005 102009

b) Fie F :R—R o primitivi a functiei /; atunci F'(x) = f{x) si x'*** >0, 2009">0 = f{x)>0, atunci F este
functie crescitoare pe R.

2010 |!

! 2 J. ! 2008 X J. ' 2009 1 J. ! 0 X
c . = . +2009 = dx+—| 2x-2009" dx =
)Lx f(x )dx x (x )dx X 5], x x 5010

I 1(2000 1 )_ _ 1 1 2008
In2009  1n2009 2010 2 102009

1 s ) J.a“du le
+1J 20097 - (x)ds = 1. 2000 |
2)o 2010 ' 2 1n2009| 2010 2

x> +2x+1
x*+1
a) Si se determine I(xz + 1) - f(x)dx.

28. Se considera functia fR—R, f(x)=

b) S se verifice ca I]f(x)dx =1In(2e).
0

¢) Sa se arate ca Jlf'(x).e'f(x)dx =e(e-1).
3
R. a) ~[(x2+1 dx JM x* +2x+1d =I(x2+2x+l)dx=%+x2+x+c.
! Tx? +142x ! 2x | 1(x2+1)' J%d” 1
b) _[Of(x)dxZ_[Oﬁdx:jo(Hmjdx:xk+J0de = 1+ln(x2+1)‘0 -

=lne+In2-Inl=In(2e).

SO gv — S| Z 0 0 Z 2
c)jf Oy = I( )dx e =e e e —e e(e 1)
. . ! ! xe*
29. Se considera integralele / = dx.
0x+1 ox+1
a) Sa se verificeca/+J=e—1.
b) Utilizand, eventual, inegalitatea ¢ > x + 1, adevarata pentru orice x€éR , sa se arate ca J > % .

18
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. 5 e-2 ' ¢
¢) Sa se demonstreze ca [ = + J —dx.
2 0 (x+1)

X

1 1 X 1 X
Ra)l+J=[ < dx+J X ax=|[|-<
0ox+1 ox+1 olx+1 x+1

1
Lo* 4 xe© 16M
= dx:J.—dxz

o x+1 0 x#1,

1 1

1 0
zj exdxzexoze —e =e-—1.
0

x20 X+1>0 x
b) Luand e* >x+1‘ x = xe' >x(x+1)‘ (x+1) ¥ x>
YIEOI] xe[O 1] x.l,-l
1 X 1 2| 1
x4 xZdex:JZx— =>J2—.
0x+1 0 2, 2

¢) Aplicam metoda integrarii prin parti pentru calculul integralei definite 7 :

1
I= e dx = L (ex)ydxz ¢ —Ilex- ! 5 x=£—1+j1 ¢ sdx =
0o Y0 (x+1) 2 0(x+1)

0ox+1 0ox+1 x+1

:e_2+J‘1 ¢ 2dx.
2 0 (x+1)

1
30. Pentru orice numar natural n se considerd [, = I x(1+x)"dx.
0

a) Sa se calculeze /; .
b) Utilizand faptul ca (1+x)" <(1+ x)"+1 , pentru orice neN si x€[0,1], si se arate ci Lo >Ih00s -

¢) Folosind, eventual, identitatea x (1+x)" = (1+ x)"+1 —(1+x)", adevarata pentru orice n€N si x€R,

sa se arate ca | —LHH

" (n+1)(n+2)
! 1 2 ) 11 312 5
R.a)[1:IOX(I‘l‘X)dx:'([(X‘sz)dx:(74'?}0:E-i'g:T_g

b) Din (1+x)" <(1+x)"

x,x20=>x(1+x) <x(1+ x)"+1 si pentru n = 2008 se obtine:

x(1+ x)m8 <x(1+ )c)m9 . Integrdm pe intervalul [0,1] =

1

1
Jx(l + x)2008 dx < Ix(l + x)zoog dx = Lyos < Lyooe = Looee = Lrpos -
0 0

aplicam n+2 a1 \[!
egalitatea u(x)=1+x
©) 1,1:_[] (1+x)'d - _[ M —(1+x)" de = [(IHC) —(1+x) ] =

0 data 0 n+2 n+l1

0

A A L1 (n+2) 2" —(n+1)-2" —(n+1)+(n+2)

T n+2 n+l n+2 n+l (n+1)(n+2)
_2"+1(2n;|/f—n7/f);%—1%+2_ n-2" 4
- (n+1)(n+2) _(n+1)(n+2)'

31. Se considera functia fR—R, f(x)=xe".
1
a) Si se determine I f(x)edx.
0
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1
b) Sa se arate ca J S"(x)dx =2e—1.
0

2
2 f(x
¢) Sa se calculeze J de.

1 X

! —X — ! X —X — ! _x
R.a) Jof(x)e dx-j xe e dx—j xdx-;

0 0
o0

b) f'(x):x'ex +x(e")':e’C + xe" :ex(1+x

[ x)dx:f'(x)r = e (1+x)] =e(1+1)-€*(1+0) = 2e1.

2 520" 2 2, 12
c)j J ZJ xex"dlej‘ e’ -(xz)'dx:le"
1 21 2 .

32. Se cons1dera functiile f,g. [0,1]-R, fix)=1-x, gx)=1 —x +x*—x*+..+x
a) Sa se determine multimea primitivelor functiei f.
b) Sa se determine volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox, a graficului functiei f'.

¢) Sa se arate ca Jl(x+l)g(x)dx< 1.
0

2008 2009
- X .

R. a) Jf(x)dxzj(l—x)dx=x—x—22+c.

b) Vol ﬂ'J. f x dxzﬂ'r(l—x)zdxzﬂ(j;ldx—2j.;xdx+j;x2dx):

:ﬂ(x ; +7J0: (;//n j:_

3
C)I x+l x)dx J(1+x)(1—x+x2—x3+...+x2008 2009)a’x j( 2010)a’xz

2011 !
2011 . 2011
33. Pentru orice numadr natural nenul # se considerd, /, = —dx

0x+1
a) Sa se calculeze 1.

b) Sasearateca [, +1, = , oricare ar fi nEN".
n+1
¢) Utilizand, eventual, inegalitatea r ! 1 < x", adevarata pentru orice x€[0,1] si neN’, si se
X+
demonstreze cd %S 2010- 1, <1.
X Ix+1-1 1 e
R.a) [, = —dx: dx 1—— dx=|x—-In(x+1)| =1-In2=1In—.
) x+1 -[0 x+1 L( x+1 j [ ( )]‘0 2
n+l n n+l x x+1 n+l 1
b) I, +1, —J.lx dev [ = abch.l a —J.l :rx"dx:x :L.
0x+1 0x+1 ol x+1 x+1 0 x+1 0 n+ll, n+l
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n n 2009 2009
X . * . . . .
c) < <x", Vx€[0,1] si neN = <Z— < x*, ¥x€[0,1] si folosind monotonia integralei
2 x+1 2 x+1
2009 1 2009 1
definite obtinem: J. dx < dx < j " dx =
0 0 x+1 0
1 1
L2010 L2010 | 1 1

‘ 2010 = ; <2010 7, <1.

- | <[, ,< = <Ly <
2-2010, ™ 72010, 2-2010  *” = 2010

34. Se considera functiile £, g:(0,+0)—R, ' (x)=x*+xIn x si g(x)=2x+Inx+1.
a) Sa se arate cd f'este o primitiva a functiei g.

b) Sa se calculeze J.lef(x)g(x)dx.

¢) Sa se determine aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei /', axa Ox si dreptele de ecuatii
x=1lsix=e.

R. a) feste primitiva a lui g daca f'(x) = g(x), VE(0,+x).

f'(x):(xz)'+(xlnx)'=2x+x'lnx+x(lnx)'=2x+lnx+x~l=2x+lnx+1:g(x).

X
e i (x ’ *(e)-f7(1
S IERET S PIERAETSRAL PRAC AR
1
e +elne-1"-1Inl & +e-1
- 2 2
¢)
36 e
Arza(Ff 'ff zj X +xlnx)dx szdx+Jlexlnxdx=x? +X x| -
1 1
o2 3 . 3 2 21¢
—'f x—'idxze——lJre—lne—llnl—lJ xdx:e—+e——l—x— =
12 43 2 3.2 3 4
el el e ¢ 1
3 2 3 4 4 3 4 12

35. Se considerd functiile ,F"R—R, f(x)=e"+3x* +2si F(x)=¢"+x’ +2x-1.
a) Sa se arate ca functia F este o primitiva a functiei /.
b) Si se calculeze J.Olf(x) -F(x)dx.
¢) Si se demonstreze ci J:(xf(x) + F(x))dx =F(1).
R.a) F'(x)=(e")+(x" )+ 2x'=I'=e" +3x° +2 = f(x).

b) [ f(x) F(x)dv=[ F'(x) F(x)dv=
(A e2A)Y (1) (er2)

2 2
) J:(xf(x)+F(x))dx = Jj(x-F'(x)+x'-F(x))dx = Ll(x-F(x))dx =

=x - F(x) =1-F(1)-0-F(0) = F (1).
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