Analiza matematica — probleme rezolvate Virgil-Mihail Zaharia
Admitere matematica, iulie 1986

1. Sa se arate ca, pentru orice numar natural k£ > 2, avem:

0 Sln(ln(k+1))—ln(lnk) <

k-Ink (LD
Solutie: Consideram functia f:(1,4+%)— R, f(x)=1In(Inx). Functia este corect definita
deoarece pentru x >1 avem Inx > 0 si deci are sens In(Inx). Functia f este compunerea a doua
functii strict crescatoare (restrictii ale functiei In), deci este strict crescatoare pe domeniul ei
de definitie. Asadar, pentru orice k €N, k> 2, avem:
f(k+1)= f(k)=In(In(k +1))-In(Ink)>0.

Functia f este derivabila pe domeniul de definitie, fiind o compunere de doua functii
derivabile. Asadar, pentru orice k €N, k> 2 putem aplica teorema de medie a lui Lagrange
restrictiei functiei f'la intervalul [£k+1].

Pentru orice k €N, k> 2, exista & e(k, k+1) astfel ca flk+1)-fk)=f"(E)(k+1-k)=f"(E),
adica

1
In(In(k+1))—In(Ink)= f'(& (1.2)
( ( )) ( ) ( k) gk lnék
Se observa cd f'(x)= 1 pentru orice xe(1,+) si cd f": (1,+)—R este strict
xIlnx
descrescatoare. Deoarece & € (k, k+1) obtinem f '(fk)<f '(k), deci
1.3
F(6) < (13)
Din (1.2) s1 (1.3) obtinem inegalitatea cautata: 0 < ln( k +1 )— ln lnk) P i .
-In
2. Sa se calculeze:
. 1 1 1
lim + +..+ (2.1)
e\ 2-In2  3-1n3 n-Inn
Solutie: Folosim inegalitatea (1.1)
>In(In(k +1))-In(Ink), Vk €N, k 22 (2.2)

k-Ink
Insumam inegalitatile (2.2) pentru k €{2.3,...,n} si reducem termenii din membrul drept se
obtine:

—Zk — >Z<ln(ln k+1))-In(Ink))=In(In(n +1)) - In(In2) (2.3)

k=2
Deoarece limIn(7n +1)=+o0 obtinem si lim ln(ln(n + 1)) = +o0, atunci

n—>0 n—>0

1im(1n(ln(n + 1)) — ln(ln2)) =+o0, deci (x,),=> fiind minorat de sirul divergent la +oo

n—»0

(ln(ln(n + 1)) —In(In 2)) , este divergent la +e. Atunci
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(1 ! !
lim + +.t =+00.
n—m(zan 3-1n3 nll’ll’l}

3. Sa se calculeze:
1
: : 2 2 2 W
igg(ggol(lwg x+1g7 (2x) +...+ 1g” (nx)) } (3.1)
1
Solutie: Pentru orice neN’ fie f, :R—{0} >R, dati de f, (x)= (1 +tg’x 4.+ tg’ (nx))'fx2
pentru orice xe R—{0}, functii derivabile pe domeniul de definitie.
Studiem mai intai existenta limiteilim /, (x) care este o nedeterminere de forma 1”.

Imaginea functiei f, :R—{0}—R este (0,+) si are sens sa consideram functiile
g,:(0,0) >R, g, (x)=Inf, (x). (3.2)

ln(l +tgix 4.+ tg’ (nx))

oo . . .0
Limita 11I13 g, (x) este o nedeterminare de tipul o Avem g, (x)= -
xX—> n x

pentru orice fie xeR—{0}, neN" . Pentru calcularea limitei ling g, (x) suntem 1n conditiile
x>

teoremei lui L’Hospital in punctul x=0. Avem

2 tgx tg2x tgnx
In(1+tg’x +..+tg’ '= : 2. - -
[n( Tl (nx))] 1+ tg’x +...+ tg* (nx) (coszx+ cos’ 2x+ o cos’ nxj
2 . tg(kx) o
= . k- .C d rtul:
1+ tg’x +..+ tg* (nx) ; cos’ (kx) onsIdeTam rport

k. _
cos’ (kx)

(n3x2)' <1+tg2x +ottg’ (nx))rfx'

[ln(1+tg2x +..+tg’ (nx)) ' 1 2 tg (k)

k=1

n

2
= > 1 > 3 Ztg(kx) . 12c . Deoarece limM =1 pentru orice
(1 +1g’x +..+ g (nx))n kx  cos® (kx) =0 kx

k=1

tg(kx). k? :ikzzn(n-l—l)@n-l—l) "
k=1 6
n(n+1)(2n+1)

£i_r)13(1+tg2x +ot+1g’ (nx))zl se obtine {Ciir(}g,,(x): o . Atunci

keN’, obtinem ci existd lim >
0 kx  cos® (kx)

k=1

n—o| x—0 n—»o

1 (n+1)(2n+1) l
lim(lim(l+tg2x+tg2(2x)+...+ tg’ (nx))"})fzjzlime o =e =3le (3.3)

4. Sa se reprezinte grafic functia f:R—R, data prin:
2

f(x)=(x-1)arcsin 2x 4.1)

x” +1
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2

Solutie: Functia este bine definitd deoarece 0 < <1 pentru orice xeR.

x +1
Functia este continua pe R si derivabila pe R—{0}. Observam ca f{x)=0 implica xe {0;1} si
graficul lui f'taie axa Oy in punctul y=0.
Determinam asimptotele functiei: lim f(x)=+o0, lim f (x)=—o0, nu are asimptote

X—>0 X—>—0

orizontale. Asimptote oblice y = mx +n :

x’ x2 T
‘l‘im " =1= ‘l‘im arcsin R =arcsinl =— 51 atunci
X|—>00 x _+_ X|—>0

|d—e  x | —o0

ﬁzﬁ . Calculam
x? +1 2 2

) x—1
Z—~ 2 = lim| ——arcsin

x“+1 2

h= lim(f( mx ( arcsm > zxj =

T S
=lim x| arcsin > _E — limarcsin . Observam ca
X—>00

X0 x°+1 x+1

2

X0 x°+1 ?

T
=arcsinl =—. Pentru a calcula
oo\ x4+ 1 2

. . X2 . .
limarcsin = arcsin| lim

X—>0 2 Vv

: . x’ V4 _ |
lim x| arcsin iy facem substitutia x =— si obtinem
X+

) 1 T
arcsin e ( )
—1): 1+y 2 _&V . Trecand la

) x° T 1 ) 1
x| arcsin , [— —— |=—] arcsin > =
x +1 2 % 1+v 2 % h (v)

. . 0 . D S A
limita suntem in cazul 0 cu conditiile de aplicabilitatea a teoremei lui L’Hospital in v—0,

v>0. Atunci: g'(v)= ! SRS S - |=- ! — pentru orice ve (0,+),
1 1 (1+1?) (1+v%)
- 2 2 2
I+v I+v
, g(v) o T .
iar & '(v)=1. Deoarece exista 11m =—1 si deci exista limx| arcsin,|— —-—|=-1si1
v0 (v) X0 x+1 2

X—>0 X—>0 2

x° T T
atunci n =lim x)—mx)=lim| (x —1)arcsin ——x |=-1-——. Asadar dreapta
( (x)=mx) {( Jaresin, | —— -~ A P
T T ) . )
y= Ex -1- B} este asimptota la +o la graficul lui f.
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Asimptota la —o.

. : . XX o7
Pentru calculul 7 = xlir_rolo(f(x) —~ mx) = XILII:O((X —1)arcsin e ExJ =

: : x’ Vs . . x’ : o 1 .
lim x| arcsin —— |— lim arcsin se face aceeasi substitutie x=— casila

X—>—00 2 2

xT+1 2] xo x"+1 v

calculul limitei la +~ avand functiile g si 4 definite pentru valori negative ale lui v.

(v)= 1 R S v b __ v 1 entru
& / 1 [1 <1+v2)2 B2 1+ M 144 142 F
1- 2 2 2
I+v I+v

(v
orice v<0 si 4'(v)=1. Deoarece exista lim £ ( ) =lim
v0 h'(v) ol

v<0

> =1 obtinem ca exista

T

: 1+v2 2
lim L4

v—0 v

v<0

arcsin

=1 si atunci

2
nlim(f(x)mx)limi(xl)arcsin al £x}l%.Dreaptay%erlﬁ

X—>—00 X—>—00 2 2

x+1 2

este asimptotd la — la graficul functiei f.
Functia f'este derivabild pe R—{0} si avem:

' 2 1 1 2x(x” +1)-x7-2x
f'(x)=arcsin 2x—+(x—1)- : : ( ) . =
x°+1 x’ x° (x2 +1)
1-— 2,/
x°+1 x°+1

= arcsin : +(x-1)- X1 aresin X 2L X entru orice xe R-{0}

x+1 Jy? x°+1 ¥+l X +1 ‘x‘p '

2
Pentru x<0 avem 2—11 = —)2—1 >0 si cum arcsin 2x > (0 obtinem ca f"'(x)>0 pe
x +1 ‘x‘ x +1 x +1

(=,0).
-1 x x-1

x
Pentru xe[1,+ «) avem ————=—
x"+1 ‘x‘ x"+1

>0 sideci f'(x)>0.
Functia /" este continua pe R—{0}. Determinam derivatele laterale in x,=0.

2
ls(O):limf'(x):lim{arcsin 2x — x2—1 }:1 si

20 20 x'+1 x"+1
2
s : . X x-1 .
1,(0)=lim f'(x)=lim| arcsin, | —— + =—1. Deoarece feste continud pe R, f este
10 10 x*+1 x"+1
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derivabild pe R—{0} deducem ci exista derivatele laterale in x,=0 si avem f, (O) =1 si

£, (0)=—1, iar functia nu este derivabila in origine.
Deoarece f, (O) =—-1<0, f'(x)>0 pentru orice xe(1,+) si functia /"' este continud pe

R—-{0} atunci are proprietatea lui Darboux pe intervalul (0,1) si /"' trebuie sa se anuleze cel
putin o data pe acest interval. Calculam derivata a doua a lui fpe R—{0}:

2 —_ —_ .
f"(x): 1. 1 2x L X x"+1 (x 1) 2x:
X

52 .x2+1 m (x2+1)2
x*+1
X 1 x —x*+2x+1 2x  x+1 )
= + . =—.——— pentru orice xe R—{0}.
‘x‘ X'+l ‘x‘ (x2 + 1)2 ‘x‘ (x2 +1)2

2(x+1
Pentru xe(0,+ ), f"(x)= ((x—z >0 si deci f"(x)>0 pentru orice xe(0,1), asadar /"
x*+1
este strict crescatoare pe acest interval. Prin urmare exista un unic punct x,€(0,1) astfel incat
f'(x0)=0 s1 atunci f"'(x)<0 pentru x€(0,x0) si f"'(x)>0 pentru x e (xg, ).
2(x + 1)

(x2 + 1)2 .
f"(x)<0si f"(—1)=0.

Tabloul de variatie al functiei:

Pentru x<0: f"(x)=- Asadar, pentru xe(—,—1), "(x)>0, pentru xe(-1,0),

X —oo -1 0 Xo 1 Foo
A T I o e e i i i e i i i i i O+++++++++++++++++ +
X T T T T
f() y=3X+1—5 /O \ﬂxo)/o /'yz;x—l—g
f"(x) +++++++ 0 ————— |++++++++++++++++F+FHHHH++
Graficul functiei: v
M
+ 2

|
T
—_
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n—»0

b .
5. Sa se calculeze lim[J.((x —a)-(b- x))n dx] , dacd a<b.

Solutie: Vom calcula mai intai

Am’n:j(x—a)m(b—x)'ldx:j(x—a)m-(— 1 (b—x)"”j‘dx:

a a

L (v—a)y (-2

n+1 a n+l n+1
:ﬂAman meN',neN.
n+1 ’
Integrala din enuntul problemei este A, , s1 0 vom calcula folosind relatia de recurenta
Amn:iAmflnﬂ,‘v’m,neN,mZI. (5.1)
Ton+1 ’
Se obtine:
n n-—1 1
A = : : : 5.2
" n+1 n+2  n+n Ao (5-2)
Dar
b 2n+1 P 2n+1
" b—x) (b—a)
4 =J' b ) = = . 5.3
020 = | (6=%) 2n+1 2n+1 -3
Asadar din (5.2) si (5.3) obtinem ca
b 2n+1 ' 2
4 - n—li( —a) _ (n) -(b— )2n+1 (5.4)
" on+l n+2  2n 2n+1 (2n+1)!
si avem
1 (n!)2 2041
"= —a) n 5.5
Obsrvam ca
() _ [ 2 L o S (5.6)
(2n+1)! {23 45 7 20(2n+1) L d2k(2k +1) '
2
Daci notam x, =————— pentru orice kN~ obtinem
2k(2k +1)
2
n! - 2
n () = Hk— ={/x, - X, -....x, . Tinand cont de teorema Cauchy-
(2n+1)! = 2k(2k +1)

D'Alembert: ,,Daca (x,), este un sir de numere pozitive nenule astfel incat exista limita
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.X . ) .. 1 ..
lim— =/, atunci lim4/x, =17, se obtine ca sirul (x,), este convergent la Zatunm sirul

n—»o0 X n—»0
n

1
{x, - x, -....x, este convergentla —.
4

(n!)z 2n+1 s
Asadar existd lim p|-———— =— si cum exista si lim(b—a) » =(b—a)", obtinem ca
o\ (2n 1)1 4 e
L ( % 1
e 1. - 2 . . n 2
exista ,111_{1;(14,1,”)" :Z(b—a) . Deci: lim I((x—a)-(b—x)) dx :Z(b—a) :

a
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