Logaritmi. Ecuatii logaritmice Virgil-Mihail Zaharia

Logaritmi

Definitie. Fie aeR*t a=l si beR". doud numere reale. Se numeste logaritm al

numarului real strict pozitiv b exponentul la care trebuie ridicat numarul a, numit bazd, pentru
a obtine numarul b.

Logaritmul numarului 5 in baza a se noteaza log,b

Evident bh=a""". Pentru a = 10 obtinem logaritmi zecimali (Igx), iar pentru a = e
obtinem logaritmi naturali (Inx).

Proprietati:
1. Identitatea logaritmica fundamentald a"**" =5 unde @ >0, a # 1 si b> 0.
2. log,b=log,c < b=c, (b,c>0)
3. log.a=1;
4. log,1 =0
5. log,a“ =c; loga%: log.b; logax™ = 2n log, x | , x#0

6. logaT/_:ilogab, (b>0,meN,m=2);
m

7. log.b-logya = 1;

8. Formula de schimbare a bazei logaritmului: log, b = log, b

log.a

9. x>0 si y>0 = log,xy = log,x + log,y;
10.x>0 si y>0 = log,~ = log,x — log,y;
y

11.a>1 si xe(0,1) = logx <0; a>1 si x>1 = logx > 0;
12.0<a<1 s1 xe(0,1) = log,x > 0; 0<a<1 si x>1= log,x <O0;
13.a>1 s1 0<x<y = log,x <log,y;

log, x log, x

log,y log,y’
15.x>0, a>0, a=l, neN = n-log,x = log,x"

xlna

16.xeR, a>0,a#1 =>a' =e¢

14. x>0, y>0, a>0, b>0, a#1, b#1 =
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Ecuatii si inecuatii logaritmice fundamentale
1. log.xx =b,a>0, a#1, beR. Solutia: x = a’.

2. log,x > b, beR. Fie S multimea solutiilor. Avem:

3. log,x < b, beR. Fie § multimea solutiilor. Avem:

4. Ecuatia log, f(x) =log, g(x) (a>0, a=# 1) este echivalenta cu
flx) =g(x), cuconditiile f{x)> 0, g(x)>0
5. Ecuatia logy) f{x) = log)) g(x) este echivalenta cu

Sx) = g(x),

Probleme propuse

S P AN R

ek
N = O

[y
98]

a S
a>1 (a’, +o0)
0<a<1 | (0,d")
a S
a>1 0, a")
0<a<l | (& +)

Conditii:
h(x)>0,
h(x)#1,

=D domeniul de rezolvabilitate

fx)>0, gx)>0

Se considera functia f: (0,+0)—R, f(x) = log, x. Sa se calculeze f(1)+f(4)—£(2).
Sa se arate ca log; 24=1+3a , unde a = log; 2.

Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 1g°x—4lgx+3=0 .
Se considera numarul a = log, 3 . Sa se arate ca log,18=2a+1.

Sa se rezolve ecuatia 2'°9* =4.

Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia logzg/; =1.
o N . . 2
Sa se rezolve In multimea numerelor reale ecuatia 1g"x—31gx+2=0 .

Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia log, (xz —X— 2) —log, (2x—4)=1.

Sa se arate ca log,14+log,3—log,6=log, 7.

. Sa se calculeze

. Sa se calculeze logzi— J-8.

logs3
. Sa se verifice ca log,5+log,12—log, 30=1.

. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei logs(3x+1)=1+logs(x—1).
logs18 —logs 2
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3S.
36.
37.

38.

39.
40.

41.

Sa se arate cd numerele 1, log; 9 si 3/64 sunt termeni consecutivi ai unei progresii
geometrice.

Sd se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia log,x+1=1.
Sa se rezolve Tn multimea numerelor reale ecuatia lg(x+4)+Ig(2x+3)=1g(1—2x).

-3
Sa se calculeze (%j —logs 25.

Sd se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia log; (x2 + 2x — 3) =1.
- A . b 2 —
Sd se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia log,x"=2.

Sd se arate ca numarul A4 =log;, % +log;, % +log;, g +...+ 10g3§ este natural.

Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei logZ(x2 —x— 2) =2.

Sa se rezolve Tn multimea numerelor reale ecuatia logy(x+2)—logy(x+1)=1.

Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei log; (2x+1) =2 .

Sa se calculeze loge3+loge10—logs 5.

Sa se determine domeniul maxim de definitie D al functiei f:D—R, f (x)=1g(2x—3).

Sa se arate ca log,4+log;9< \/% )
Sa se calculeze logs 25 —log; 9 .

Sd se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia log, (x2 +3x — 10) =3.

. . - log, 8
Sa se arate ca numarul (%/5 ) este natural.

Si se compare numerele 2° si log, 32.
Sa se calculeze logs 5+log; 6—log; 10 .

1 2 9
Sa se verificeca lge—+lg—+..+lg—=—1.
g2 g3 g10

Sa se calculeze log, 3 - logzg :

Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia logs (2x+3)=2.
Sa se rezolve Tn multimea numerelor reale ecuatia log; (10—x)=2.
Sa se rezolve Tn multimea numerelor reale ecuatia logs (2x+1)=1.
Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia logs (9—x” )=1.

-1
Sa se calculeze log, 4 + (%j -38.

Sa se rezolve Tn multimea numerelor reale ecuatia log; (3x—1)=log; (2x+1).
Sa se calculeze logs 10+logs 3—logs 6 .

Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia log, (x2 + 4) =log, (x+4).
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Probleme rezolvate

1. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei logs (3x +4)=2.
R. Conditii: 3x+4>0=3x> 4= x> —g = Xxe (_§’+Ooj =D, domeniul de rezolvabilitate.

Din definitia logaritmului obtinem:

2 :
3x+4:25:>3x:32—4:>3x:28:>x:?86D, solutie.

2. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei log, (x + 2) + log, x = 3.

x+2>0
R. Conditii: { 0 = x €(0,+w) = D . Aplicand proprietatile logaritmilor:
x>

log, A+log, B=log,(A-B) se obtine: log, x( x +2) = 3 si din definitia logaritmului avem:

x(x+2)=2" = x> +2x-8=0 cu solutiile x,=2 si x,=—4. Solutia ecuatiei este x=2€D.

3. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei log, (x +2) —log, (x —5)=3.
x+2>0 x>-2
= = D =(5,+).
x=5>0
Aplicand proprietatile logaritmului ecuatia va fi:
x+ 2 x+ 2
=3=
x—35 x—35

R. Conditii: {
x>5

log, =2 =>x+2=8(x-5)=>x+2=8x-40=>Tx=42=>x=6¢€D.

9 . : . S N 3 . :
4. Sa se determine valorile reale pozitive ale numarului x, stiind ca lg\/; > si lg x sunt trei

termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice.
R. Verificam proprietatea de medie aritmetica:

3_lextlex o s[5

5 5 () =x=(10°) =x=10*=100.

5. Sa se calculeze log; 27 — log, 8 .
R. Din definitia logaritmului avem log; 27 = 3 si log, 8§ =3=1log; 27 —log, 8§ =3 -3 =0.

: 1
6. Sa se verifice ca log,9 —log, 8 = log4Z.

R. log,9—-log,8=2-3=~1 si log4%=10g441 =-1.
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7. Si se determine solutiile reale ale ecuatiei logs(x* —2x) =logs(2x—3) .

2_
R. Conditii: {* ~ 279,
2x-3>0
x2—2x=0,x1=0,x2=2,
X ‘—oo 0 2 +o0
X =2x |[+++++ 0———— 0+ +++++

S1=(—20,0)u(2,+0)
2x-3>0=2x>3= x> %, Szz(%ﬁooj.

Domeniul de rezolvabilitate D =5, NS, = (2,+»).

Rezolvare: din injectivitatea functiei logaritmice avem x° —2x =2x—3=x"—4x+3=0cu
solutiile x;=1 si x,=3. Solutia ecuatiei este x = 4 care apartine lui D.

8. Stiind cd log; 2 = a, sé se verifice daca log,8 +log,100 —log,25="5a .
log,8 + log,100 — log,25=log, 2’ +log,10*-log, 5*=3log, 2+2log, (2 - 5)-2log, 5=

R.
=3a+2log,2 +2leg;5 -2leg;5 = 3a+2a=5a.

9. Si se determine solutiile reale ale ecuatiei logy(x* —4x+4) =2.

R. Conditii x* —4x+4 >0 = (x —2)*>0 = x #2 s5i D = R\{2}.

Rezolvare: x> —4x+4 =3 = x> -4x-5=0cu solutiile x; =—1 si x, = 5 care sunt solutiile
ecuatiei.

10. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei log, (x + 5) = 3.
R. Conditiax +5>0 = x>—5 = xe(—5, +). Rezolvare: x + 5=2° = x + 5=8 = x =3.

11. Sa se calculeze 2log; 4 — 4log; 2 .
R. 2log; 4 — 4log; 2 = logs 4* — log; 2* =log; 16 — log; 16 =0.

12. Sa se calculeze log,3 + logzé.

R. 10g23+10g2%:10g2(3%j:10g21:O.

13. Sa se calculeze logs 24 — logg 4 .
R. log,24 — log,4 = 10};627?1 =log,6=1.
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14. Sa se calculeze log; 6 + log; 2 —log; 4 .

R. log, 6 + log, 2 -log, 4 =10g3%=10g33 =1.

15. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei log,(x—3)=0 .
R. Conditia x—3 >0 = x>3. Rezolvare: x—3 =2° = x = 4, solutie.

16. Sa se calculeze 1g 20 +1g3 —1g 6 .

R. 1g20 + 1g3 — lg6zlg%:lg10:1.

17. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia logs (x* —1)=1.
R. Conditia x* =1 > 0 =x e(—=,—1)u(1,+=). Rezolvare: x* —1=3"' =x’ =4 =x,, =£2 si
S={-2,2}.



